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AVERTISSEMENT. 


Cette quatrième édition de mon A/gébre supé- 
rieure est divisée en cinq Sections, composées chacune 
de plusieurs Chapitres. 

La première Section renferme la théorie générale 
des équations et les principes sur lesquels repose leur 
résolution numerique; on trouvera en particulier 
dans cette première Section une théorie très-déve- 
loppée des fractions continues. 

La deuxième Section comprend la théorie des fonc- 
tions symétriques, celle des fonctions aliernées et des 
déterminants, et les nombreuses questions qui s’y 
rattachent, avec des applications importantes à la 
théorie générale des équations. 

La troisième Section a pour objet l’ensemble des 
propriétés des nombres entiers qui sont indispensables 
dans la théorie de la résolution algébrique des équa- 
tions; on trouvera dans cette Section une étude com- 
plèteetnouvelle des fonctions entières d’une variable 
prises relativement à un module premier. 

La quatrième Section renferme la théorie des sub- 


sututions; elle comprend tous les faits principaux 
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acquis à la science, dans cette partie difficile de 
l'analyse algébrique. 

Enfin j'ai réuni dans la cinquième Section tout ce 
qui se-rapporte directement à la resolution algé- 
brique des équations. 

Le titre de ce livre, qui a été conservé, indique 
suffisamment que je n’ai pas la prétention d’avoir 
composé un Traité complet sur l'Algèbre supérieure; 
cependant on reconnaitra, je l'espère, que j'ai con- 
stitué un corps de doctrine étendu qui ne sera pas 
sans quelque utilité pour les géomètres qui s’occu- 
pent de cette branche importante de l’Analyse ma- 


thématique. 
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COURS. 


D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


L’Algèbre est à proprement parler, l'Ænalyse des 
équations ; les diverses théories partielles qu’elle com- 
prend se rattachent toutes, plus ou moins, à cet objet 
principal. À ce point de vue, l’Algèbre peut se diviser 
en trois Parties bien distinctes : 

1° La théorie générale des équations, c'est-à-dire 
l’ensemble des propriétés qui sont communes à toutes les 
équations ; 

29 La résolution des équalions numériques, C'est- 
à-dire la détermination des valeurs exactes ou appro- 
chées des racines d’une équation dont les coefficients 
sont. donnés en nombres ; 

3° La résolution algébrique des équations, c'est- 
à-dire la détermination d’une expression composée avec 
les coefficients d’une équation donnée, et qui, substituée 
à l’inconnue, satisfasse identiquement à cette équation, 
soit que les coefficients de l’équation proposée soient 
numériquement donnes, soit que, étant simplement con- 
sidérés comme connus, ils restent indéterminés et re- 
présentés par des lettres. 

Sans prétendre faire ici l’histoire complète de l’AI- 
gèbre, je crois devoir, dès à présent, donner un aperçu 
des principaux résultats acquis à cette partie de la science 
que nous allons étudier. 

S. — Alg. sup., L. 1 
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Il serait difficile de dire à qui nous devons la résolution 
des équations du second degré: elle se trouve dans le 
livre de Diophante, et; comme le faitremarquer Lagrange 
dans son 7raiteé de la resolution des équations numé- 
riques, elle ressort naturellement de quelques proposi- 
uons d'Euclide. Luc Paciolo, qui publia en 1494, à Ve- 
nise, le premier livre d’Algèbre paru en Europe, ne fait 
aucune mention de Diophante et laisse supposer que les 
algébristes italiens avaient appris des Arabes ce qu'ils 
savaient d'Algèbre, c’est-à-dire la résolution des équa- 
uons du premier et du deuxième degré. 

La résolution des équations du troisième degré est due 
à deux géomètres italiens du xvi° siècle, Scipion Ferrei 
et Tartaglia ; mais on ignore par quel chemin ils y ont 
été conduits, et la formule qui représente les trois racines 
de l’équation du troisième degré est communément ap- 
pelée formule de Cardan. 

C’est aussi à un géomètre italien, Louis Ferrari, dis- 
ciple de Cardan, que l’on doit la résolution de l’équation 
du quatrième degré. Depuis, plusieurs méthodes que 
nous indiquerons successivement ont été proposées pour 
la résolution des équations du troisième et du quatrième 
degré ; mais Lagrange a montré, dans un célèbre Mé- 
moire inséré parmi ceux de l’Académie de Berlin pour 
1770 et 1771, que ces méthodes, différentes en appa- 
rence, reviennent toutes, au fond, à faire dépendre la 
résolution de l’équation proposée de celle d’une seconde 
équation qu'il appelle résolvante, et dont la racine est 
composée linéairement avec celles de la proposée et les 
puissances d’une racine de l’unité du même degré. En 
cherchant à généraliser cette méthode, à l’étendre à 
toutes les équations, ce grand géomètre a montré qu’au 
delà du quatrième degré l’équation résolvante était d’un 
degré supérieur à celui de la proposée, et ne paraissait 
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pas, en général, susceptible d’abaissement. Il a enfin 
expliqué clairement, par cette analyse, à quelle circon- 
stance est due la résolubilité des équations des quatre 
premiers degrés, circonstance qui ne se présente plus au 
delà du quatrième degré. 

Toutefois, la méthode de Lagrange peut être employée 
utilement dans la résolution des équations binômes ou, 
ce qui revient au même, des équations dont dépend la 
division de la circonférence du cercle en parties égales. 
La résolution de ces équations avait été effectuée anté- 
rieurement et pour la première fois par Gauss, à l’aide 
d’une méthode ingénieuse fondée sur les relations qui 
existent entre les diverses racines de l’équation binôme, 
etsur la considération des r'acines primitives des nombres 
premiers. 

. Abel, généralisant les résultats obtenus par Gauss, a 
montré ensuite que, si deux racines d’une équation irré- 
ductible sont tellement liées entre elles, que l’une puisse 
s'exprimer rationnellement par l’autre, l’équation est 
soluble par radicaux si son degré est un nombre premier, 
et que, dans le cas contraire, sa résolution dépend de celle 
d'équations de degrés moindres que le sien. C’est là un 
des plus beaux résultats dont l’Algèbre se soit enrichie 
-de nos jours. Abel a fait, dans son Mémoire, l’applica- 
ton de sa méthode aux équations binômes, et a apporté 
quelques simplifications à l’analyse de Gauss. 

Voilà donc une classe assez étendue d'équations dont 
les racines peuvent être exprimées par des radicaux ; mais 
ces équations, étudiées par Abel, sont-elles les seules qui 
possèdent cette propriété? Dans quel cas, en un mot une 
équation peut-elle être résolue algébriquement ? Cette 
question difficile a été résolue complétement, au moins 
pour les équations irréductibles de degré premier par 
Évariste Galois, ancien élève de l’École Normale, et l’un 


1. 
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des géomètresles plus profonds que la France ait produits. 
Dans un Mémoire présenté à l’Académie des Sciences 
en 1831, et publié en 1846 par les soins de M. Liouville, 
Galois a, en effet, démontré ce beau théorème: Pour 
qu'une équationirreéductible de degré premier soit soluble 
par radicaux, il faut et il suffit que, deux quelconques 
des racines étant données, les autres s'en déduisent ra- 
tionnellement. Ce résultat important a été le point de 
départ des recherches auxquelles se sont livrés depuis, sur 
cette matière, MM. Hernute, Kronecker, Betti et plu- 
sieurs autres géomètres éminents. 

Enfin, quant aux équations dont les racines sont des 
quantités quelconques n’ayant entre elles aucune dépen- 
dance, c’est-à-dire dont les coefficients restent indéter- 
minés, leur résolution générale est impossible au delà du 
quatrième degré. Cette proposition importante, énoncée 
par Ruffini, a été mise hors de doute par les travaux 
plus récents d’Abel. 

Tels sont les travaux les plus importants qui aient été 
entrepris sur la résolution algébrique des équations, et 
dont j'ai cru devoir faire ici l'indication succincte. 

Quoique j'aiesurtouten vue, dans cet Ouvrage, lesthéo- 
ries qui se rapportent à la résolution algébrique des équa- 
tions, Je n’en crois pas moins utile de reproduire 1ci les 
principes qui sont le fondement de la théorie générale 
des équations et sur lesquels reposent les méthodes em- 
ployées pour leur résolution numérique. 


SECTION PREMIÈRE. 


LES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES ET LA RÉSOLUTION 
NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS. 
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NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS. 





CHAPITRE PREMIER. 


THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. 


Definition des fractions continues. 


1. Désignons par x une quantité positive, rationnelle 
ou irrationnelle, et posons 
({Lr=a+ Le Ti + RTE A es 

A æs as 
&, &y, &,-.. étant les plus grands entiers qui soient 
contenus dans x, #3, Xe, . .. respectivement. Le premier 
de ces nombres a peut être nul, mais chacun des sui- 
vants est au moins égal à 1. 

S1 la quantité x est rationnelle, l’un des nombres de 
la suite x, Xi, Xo, ... sera entier, et 1l terminera la 
suite ; car le nombre suivant serait l'infini, d’après la loi 
de formation. Pour justifier cette assertion, supposons 
que l’on ait 

té à 
1 REES re 
À et À, étant des entiers premiers entre eux. Soient A», 
À3,..., À», 1 les restes successifs auxquels conduit la re- 
cherche du plus grand commun diviseur des nombres A 
et À,, et a,@,...,a@»_, les quotients fournis par cette 


opération ; on aura 


A—=A,a+A,, A, —=A,a;+AÀ;, soie AP = Ann 17108 
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d’où, par la définition des nombres x, æo, ..., 
À, À; I 


LAS — 9 LA 9 ee) Appt —S Æn=Aye 


A 1 A A» 


Mais, si la quantité x est irrationnelle, aucun terme de 
la suite x, X4, Ho, ... ne sera entier ni même rationnel, 
et l’on pourra en conséquence prolonger cette suite indé- 
finiment. En effet, si quelqu'un des nombres x,x1,%, 
est rationnel, il est évident que tous ceux qui le précèdent 
le sont aussi. 








S1 l’on élimine les quantités x,, xs, ..., Xn_, entre 
les 7 premières des égalités (1), la valeur de x prendra 
la forme 

I 

(2) RO Es Ro à 
I 

RS EE RUE à 

Ga Ty, I 

. —— Sr encens 

IT 
Ann 


ln 
lorsque x est un nombre rationnel, il existe, comme on 
vient de le voir, une valeur de 7 pour laquelle x, est æ 


. . I . 
on peut alors supprimer la fraction — dans l'expression 
Th 
précédente. Il n’en est plus ainsi lorsque x estune quan- 


üté irrationnelle, maïs il sera démontré que, après la sup- 
4 k I 
pression de la fraction —, le second membre de la for- 


mule (2) converge vers la valeur de x quand on fait 
croître le nombre 7 indéfiniment. 

Nous sommes ainsi conduits à étudier les expressions 
de la forme 


(3) a + — 
ai + 
As + 


I 
ds +, 


où 


Où 4, dy 2, ... désignent des entiers positifs dont le 
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nombre est limité ou illimité, et parmi lesquels le pre- 
mier seulement peut être zéro. On donne à ces expres- 
sions le nom de fractions continues. 

Lorsqu'on réduit ainsi une quantité x en fraction con- 
tinue, on donne le nom de quotients complets aux quan- 
tilés Æ, X1, Lo, . .. dont les valeurs sont fournies par les 
formules (1); les entiers &, &,,&:, ... contenus respecti- 
vement dans les quotients complets sont dits quotients 
incomplets. Enfin on nomme fractions convergentes ou 
réduites les valeurs que l’on obtient quand on arrête la 
fraction continue à un quotient incomplet quelconque. 
Ainsi, dans la fraction continue (3), a est la première 


We I à. I 
réduite, a + — est la deuxième, a + = est la 
I 


4 
& + — 
A3 


troisième, et ainsi de suite. | 
On considère, dans certaines questions d'Analyse ma- 
thématique, des fractions continues plus générales que 
celles dont il vient d’être question et qui ont la forme 
2.4 
LT. En 


1 A 


€ —— 





Œ3 
A3 +. 


aura 


4 En 


DU, -.., «4, da, ... étantides quanutés quel- 
conques. Mais ces expressions nouvelles ne sont d’au- 
cune utilité pour l’objet que nous avons en vue, et il 
n’en sera point question dans ce qui va suivre. 


De la formation des réduites. 


2. La première des formules (1) donne 


ax; +1 


(4) = ———) 


er 
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CPE TES ES CN 
UC Ptrcede re 


A 





et, si l’on remplace x, par la valeur 


deuxième formule, il vient 
(5) mis ie ts 


on peut de même remplacer le quotient complet x, par sa 
valeur tirée de la troisième formule (1), et ainsi de suite. 
En général, la valeur de x exprimée par le moyen du 
quotient complet x,_,, aura la forme 


LS PER Es a P£S 


pt 





6 AS 
) Quatre: F4 Q:-> 


P;1;, Qn1 Pn-21 Qn-_+ étant des nombres entiersEn 
effet, on vient de voir qu'il en est ainsi lorsque #7 —1 est 
égal à 1 ou à 2; et en conséquence, pour justifier notre 
assertion, 1l suffit de constater que, si elle s'applique au 
quotient x,-_,, elle subsiste aussi pour le quotient x,. Or, 
en remplaçant, dans la formule (6), x»_, par sa valeur 


AUTÉ Aniln Ti : : 
CP ROUES il vient 
Th Th 


(be An Se 2) Th + Pés à 


LEZ ;-——— 


(Q-1 Zn D 0%) Th eur LEE d 
notre proposition est donc établie. On voit en outre 
que, si l’on pose 
(7) Re ee De An + Pr: Q; + Que An + Qu 
l'expression précédente de x prendra la forme 
(8) Des Prth er Pr = 
Lo, LA 02 


et celle-ci se déduit de l’expression (6) par le change- 
ment de 2 en mn +1. 

Pour avoir la réduite de rang n, il est évident qu’il 
suffit de remplacer, dans la formule (6), le quotient com- 
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plet x,_, par le quotient incomplet correspondant a;_,, 
on voit alors, par les formules (7) que cette réduite a pour 


P : ; 
valeur "+ Au reste, il faut remarquer qu'on peut l’ob- 
7è 


tenir aussi en remplaçant x, par « dans la formule (8). 
Les formules (7) peuvent donc être employées pour cal- 
culer le numérateur et le dénominateur des réduites suc- 
cessives, et l’on peut énoncer à ce sujet la proposition 
suivante : 

Le numérateur de la réduite de rang n est égal au 
produit du numérateur de la réduite de rang n —1 par 
le ni me quotient incomplet, augmenté du numerateur 
de la réduite de rang n— 2. Et de méme le dénomi- 
nateur de la nième réduite est égal au produit du déno- 
minateur de la réduite de rang n—1 par le nime 
quotient incomplet, augmenté du dénominateur de la 
réduite de rang n — 2. 

L'application de cette règle exige que les deux pre- 
mières réduites aient été formées; on a, par les for- 


mules (4) et (5), 
P, = a, Qi=1, 


P,— aa; bi, Q=a;; 


mais, si l’on pose 
P,—1, Qo—o, 


rmules seront vérifiées pour 2 — 2: d’où il ré- 
les fo les (7 t fiées p : d’où il 


PR à 
sulte que l’on fera rentrer la deuxième réduite — dans 


9 


… 


\ , ’ e e , . ° P I 
la règle générale, en introduisant la réduitefictive = = -; 
0 


que l’on peut regarder comme occupant le premier rang 
dans la suite des réduites ; c’est ainsi que nous procé- 


, 2 , ue L 
derons désormais, et, en conséquence, —" représentera 
am 


la réduite de rang 2 +1. Au moyen de cette conven- 


U 
+ 
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tion, on peut disposer comme il suit le calcul néces- 
saire pour la formation des réduites : 


a &; | GA cu 4, 
I a ad; Ha 
0 I d; 


Les quotients incomplets a, a;, a, 43, ... sont écrits sur 
une première ligne horizontale. Au-dessous des deux 
premiers quotients a et a,; on place les deux premières 


réduites —» —: on forme ensuite chacune des réduites sui- 
Cr t 


vantes, en opérant conformément à la règle, et l’on écrit 
le résultat au-dessous du quotient qui lui correspond. 


Propriétés des réduites. 
3. Tuéorkme 1. — Les réduites étant supposées for- 
r s A \ r , [LE gs r 
mées d'après la règle précédente, et — désignant ge- 
si) + 0; 9 


néralement la réduite de rang n +1, on a 
Pau QrPlrniZ lo 1)”. 
En effet, soit a,_, le ni°”e quotient incomplet, on aura 
Pr Pr it Pin C0 Q a Qu: 


si l’on ajoute ces égalités après avoir multiplié la pre- 
mière par Q,_, et la seconde par — P,_,, il viendra 


(Pr Q-1— OP 4 ET He Q;— QE SR 


ce qui montre que la quantité 
(— F2 (oz Q: Fo O: Pin 


a la même valeur, quel que soit 7; mais cette quantité 
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est égale à 1 quand 2 — 1, car Q—o et Q;,—P;=:; 
donc elle est égale à 1, quel que soit 7. 


CorozLaire Ï. — Les nombres P, et Q, sont pre- 


; ; L P ; 
miel's entre eux, et en consequence la fraction esliir- 


(2 


reductible. 


L'égalité qu’on vient d’établir prouve effectivement 
que les nombres P, et Q, ne peuvent avoir aucun divi- 
seur commun autre que l’unité. C’est en raison de cette 
AS que l’on a donné le nom de r'éduites aux frac- 





& 


Corozzarre Il. — Za différence entre deux réduites 
consécutives est égale à une UE action qui a pour nume- 
r'ateur l’unite, et pour denominateur le pr oduit des 
dénominateurs des deux réduites. 


En effet, si l’on divise par le produit Q,Q,_, léga- 


lité qui fait l’objet du précédent théorème, 1l vient 


Pr a Pr res (ær)* à 
Q» Qh-1 We Q» Qx-1 





4. Taéorëme Il. — Sz l’on réduit une quantité quel- 
conque x en fraction continue et que l’on forme les re- 
duites successives, la valeur de x sera toujours comprise 
entre deux réduites consécutives et chaque réduite ap- 
prochera plus de x que la réduite précédente. 


222 


En effet, = étant la réduite de rang n +1 et x, le 


Q> 


uotient complet correspondant, on a 


EP Un Se Pat. 
Que °n + QU'A 
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S1 l’on résout cette équation par rapport à x} on trouve 
Pi qu à) pacs 
el Q,-: PRES Pris do Q, » Lx Q, à à 
ET TR OS ET Dm [2 °-n _—_—— 
ES pe Q,z Û Q Pr Lee 
Q: 








Pr 





Cette formule montre : 1° que les différences x — 
n—1 


P A e \ . , 
et" — x sont de même signe, d’où il résulte que x est 
[LA 


ñ 


OU 
— et —; 2° que la valeur absolue de la 


Q= Or L 


seconde différence est moindre que la valeur absolue de 


Q 
Cat | 
forme le premier membre de la formule précédente, sont 





comprise entre 





la première, car les quantités et x», dont le produit 


l’une et l’autre supérieures à l’umité. 


5. Taéonème IL. — 5: l’on réduit une quantité quel- 
conque x en fraction continue, la différence entre une 
réduite quelconque et la valeur de x sera moindre qu'une 
fraction ayant pour numérateur l'unité et pour déno- 
minateur le produit des dénominateurs de la réduite 
considérée et de la réduité suivante. 


En effet, d’après le théorème II, x est comprise entre 


n—1 


, 2 P , z A 
les deux réduites —— et =: par conséquent, la différence 


P 
Q; —1] Q» 
2 


«| : | eu P 
2 est moindre que la différence entre -* 


Q>-1 Q» 
; mais, d’après le théorème T {corollaire IT), cette 
( “he [4 bis 
Qu: Qx 


par Ô une quantité comprise entre zéro et l'unité, on 





entre x et 


| 


et 





n—1 


dernière différence est égale à ; Si donc on désigne 


pourra écrire 
Peu Dès 6 


À Qui fl Er, }* 0 es Q» 





vA 


SECTION I, — CHAPITRE J. 19 


Comme Q, est supérieur à Q,_1, on a aussi 


| LeR 0 ô 
x — = Le 1)” 02: ou Quur—P,1—=(—1)" (pds 


Qui 


0 désignant encore une quantité comprise entre zéro 








et I, mais qui n'a pas ici la même valeur que dans la 
précédente égalité. 

Cette dernière formule exprime que, st l’on prend une 
réduite quelconque pour valeur approchée de la quan- 
tite x, l'erreur commise sera moindre que l'unité di- 
visée par le carré du dénominateur de la réduite. 


Remarque. — On peut encore démontrer le précédent 
théorème en partant de la valeur de x exprimée en fonc- 
tion du quotient complet x}. On retrouve par ce moyen 
la limite supérieure que nous venons d’assigner à la dif- 





r P — \ n A 
férence (—1)" (x RL, }»et l’on obtienten même temps 
Pres TO 


une limite inférieure de la même différence. Cette der- 
nière limite a moins d'importance que l’autre, mais elle 
mérite cependant d’être mentionnée. On a 


Jet P,-: LE Ph Tn + Pie RES Pi te: (PA Q»-: Eu Q; Desk, 
Qu. O0, Tnt 0 0: Qu (Q, nt 9 74e ] 








74 


ou, d’après le théorème I, 


7 — Pr ke. ST)E 
Qu: 


O2 Le. + E Qu) 





Or x» est compris entre 1 et æ ; donc la différence 


= 1 





est comprise entre 
n—1 


n=—1 112 


+ 





QE ( Q» Lo Qu ) 
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CoroLLaire. — St la quantité x est irrationnelle, on 
pourra toujours former une réduite qui différera de x 
d’une quantité plus petite qu'une quantité donnée €. 


En effet, pour être assuré que la différence entre x 


n—1 


et la réduite est inférieure à €, il suffit que l’on ait 





F1 





I TA I 
? A , d'où Qs1 rares 
Qu € 


et, puisque les nombres entiers Q,,Q2,Q3, ... croissent 
sans limite, on voit que l’inégalité précédente sera véri- 
fiée si l’on prend une valeur de x suffisamment grande. 


A RS 12 I 44 
6. La première réduite — étant - ou , et la deuxième 
ÿ oO 


l , , Q , Ç 
Q, étant égale a 4 on voit qu'on peul énoncer la propo- 
1 

sition suivante, qui résume les résultats principaux que 


nous avons obtenus : 


Lorsqu'on réduit une quantité quelconque x en frac- 
tion continue, les réduites de rang pair, toutes infe- 
rieures à x, forment une suile croissante, tandis que Les 
réduites de rang impair, toutes supérieures à x, forment 
une suite décroissante. Ces deux suites se terminent 
quand x est un nombre rationnel ; mais, dans le cas 
contraire, elles sont illimitées et les réduites de cha- 
cune d'elles convergent vers la valeur de x dont elles 
se rapprochent indéfiniment. 


C’est en raison de cette propriété que les réduites ont 
reçu le nom de fractions convergentes. On voit que, si a 
di, @9, &3, . . . désignent les quotients incomplets obtenus 
dans la réduction de x en fraction continue, il est permis 
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d'écrire 


puisque l'expression contenue dans le second membre 
de cette formule tend vers une limite égale à x, quand le 
nombre qui marque le rang du quotient auquel on la 
suppose terminée augmente indéfiniment. La réduite de. 


nm 


a pour valeur 


+(e-d)+(o-e) 4-2) 
DO 010: CNE CTP ENT E PRNTE TNT À 


et par suite la quantité x est la limite de la série con- 
vergente 





a + 








CG PE mA 
Q: Q> Q> Q; ' Qi QE 


7. Taéorëme IV. — Si une fraction irréductible . 


. , . , . P —— P 
est comprise entre deux réduites consécutives 6. He, Q. , 
n—1 12 


le dénominateur B de la fraction est supérieur au déno- 
minateur de chaque réduite. 





DT AU: , | ST 1 
En effet, la fraction g étant comprise entre 7 et —; 


Q»-1 Q3 





les deux différences 


A Pr P, P»-: 
, a 
Qu. Qi 


B' Qr… 





sont de même signe, et la valeur absolue de la première 
différence est inférieure à la valeur absolue de la seconde. 


S.— Alg. sup., 1. 2 
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( LT ) n 
0,3 Q, 


À Ps 
bee Te +7 UE DRE 


(— ne (AQ:-: 4 BRENT 


Or celle-ci est égale à - donc on a 





ou 

B . 

Q: 

le premier membre de cette inégalité est un enter qui, 


par hypothèse ne se réduit pas à zéro, et l’on a en 


conséquence 
Bi=10;. 


Le nombre B est, à plus forte raison, supérieur à Q,_.. 


Corozrarme. — Chaque réduite d’une fraction conti- 
nue x approche plus de la valeur de x que toute autre 
fraction dont le dénominateur est moindre que celui de 
la réduite. 


; er ; A 
En effet, si la fraction irréductible e approche plus de x 


la réduite =” à plus forte raison, plus prè 
que la réduite —, elle sera, à plus forte raison, plus près 


Ir 


ed AE P3S ! 
de x que la réduite précédente ="—. D'ailleurs, la quan- 


Qu 


1 P : A 
2 et —?, la fraction 5 scr'e 


ee 07 


nécessairement comprise entre les mêmes réduites ; donc, 
d’après le précédent théorème, le dénominateur B sera 
supérieur à Q». 





uté x étant comprise entre 


4 A . e TARA \ . A 
Il résulte de là que, si B est inférieur à Q,, la fraction : 


nm 
. 


approche moins de x que la réduite 





nm 


| ' 1 3 P 
8. PROBLÈME. — Ætant donnée une fraction — dont 


Q 
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NT Fu () 
la différence avec une quantité quelconque x est + >” 


0 étant plus petit que l'unité, on demande la condition 
P : METVE : 3 
pour que n] soit l’une des réduites fournies par le déve- 


loppement de x en fraction continue. 


, . P LL . L] , 
Réduisons Q en fraction continue et formons les À a os 


; PuP P A P 
duites —!, —?,...,-7 dont la dernière n’est autre que —: 


Qi Q> Q» 


Si cette fraction est l’une des réduites fournies par le 
développement de x, et que l’on désigne par x, le 
(n + 1)" quotient complet, on aura 


ré P, Ln + Ph: 


es P, ( var 12 
Dr t Qui É 


d’où zx— ns 


Q; Q» (0x, + Q»-1) 
Il faut remarquer que l’on peut toujours s'arranger 
de manière que le signe du second membre de cette 
formule soit le même que celui de la différence donnée 
X — 3 LE Tor 


Q Q@ 


, ; " L . ’ Pr 
tnue égale a Q° on peut toujours faire en sorte que 


IT 


(1) æ 








+ En d’autres termes, dans la fraction con- 


EL Lex ’ = ER à 
ou Q soit à volonté une réduite de rang impair ou de 
rang pair. En effet, soient a»_», an_, les deux derniers 

; € ; À j MIE 
quotients incomplets de la fraction continue égale à 0? 
d’après la manière dont on opère habituellement, le 
dernier quotient n’est pas égal à r, car, si cela avait lieu, 
on pourrait supprimer ce quotient en augmentant d’une 
unité le quotient précédent qui deviendraitalors ay_++1. 
Donc, puisque a,_\ est au moins égal à 2, on peut le 


I , LCR , 
remplacer par (ann —1) +=; c'est-à-dire qu'on peut 


2, 
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introduire un quotient de plus égal à 1, en ayant soin 
de retrancher une unité du quotient qui était le dernier. 
On peut donc faire en sorte que le nombre 7, qui in- 


3 DE PE PE 24 1x n + A 
dique le rang de la réduite ° — —; soit à volonté pairou 
12 
impair ; ce nombre 7 étant ainsi choisi de manière que le 
k : : PTE ; Ü 
signe de (— 1} soit celui de la différence donnée + ER 


On aura 


(2) La out. . _. A0 
BE (Qh Tnt Qu ) Q; Q: Tn + Qu 


Or x, est positif et supérieur à 1: doncon a 


Q 
5 SAR ruse 
| : à Q» At On 


s:doù 6— 


Je dis que réciproquement, si cette condition est satis- 
; 4 P Le 
faite, la fraction G sera l’une des réduites de x. En effet, 


Xh étant alors définie par la formule (1), l'équation (2) 
donnera pour cette quantité une valeur positive et supé- 
rieure à l’unité; d’ailleurs, d’après la formule (1) la 
valeur de x sera évidemment de la forme 





I 
nat pr ’ 
En 


LC 1 , | e P , . . 
d’où il résulte que la fraction Q est l’une des réduites qui 


convergent vers x. 
Il faut remarquer que la condition (3) sera toujours 


Qx 
Q: Er Qu1 
I 


me A . P , . 
est supérieur à —; donc la fraction G sera nécessaire- 


L2 . . L 14 . « I 
satisfaite si 0 est inférieur à 5? Car le rapport 


2 
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ment l’une des réduites de la quantité x si la différence 


P ASS TO AS 
x — — est, en valeur absolue inférieure à —: 
Lo] 


Q 2 Q° 


Des fractions convergentes intermediaires. 


9. On a vu que les réduites de rang pair et celles de 
rang impair forment deux suites qui sont l’une croissante, 
l’autre décroissante, et qui convergent toutes les deux 
vers la valeur de la fraction continue. Considérons deux 
réduites consécutives 


pu $ Pi 
02 Q2+1 


de l’une ou de l’autre des deux suites, le nombre 2 pou- 








vant être égal à r. Si a, désigne le quotient incomplet de 
rang 7 + 1, les valeurs de ces deux réduites seront com- 
prises dans l’expression générale 


kP, cr Eh 
SR ia) 
4 Qh+ 1 0 


et elles répondront aux valeurs £=—0o, £ — a, de l'in- 
déterminée #. 

Lorsque le quotient a, est supérieur à 1, et que l’on 
donne à kÆ les valeurs successives 


PA 2 0,1. dher ill. Gp: 


l'expression précédente fournit, indépendamment des 
deux réduites considérées, a, —1 autres fractions dont 
les dénominateurs sont compris entre CHAR: et 
auxquelles on a donné le nom de fractions conver- 
gentes intermédiaires. 

Si l’on pose, pour abréger l'écriture, 


KR; — En ca we Pr: Dr kQ; £ Qt: 
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on aura 
Ry: — R} De Pa Sx-+1 — Sz “> 8 PS 
d’où 
RS — SpRz = P,Sz— QuRr = P,Q 1 — QPr 
ou 
Rp Sx— Sp Re (—1)", P,Sr— QR;=(—1)" 
et, par conséquent, 
REA Reel, BP, RAM 
He NH al Slt TC UN 2 CN CES 
S +1 SZ SZ Jr Q, Sx Q S 


Ces formules sont analogues à celles qui se rapportent 





à deux réduites consécutives quelconques, et l’on peut 
en conclure les propositions suivantes : 


1° Les fractions convergentes intermédiaires, formées 
comme il a été indiqué, sont des fractions irréductibles. 

2° La différence de deux fractions convergentes in- 
termédiaires consécutives est égale à l'unité divisée par 
le produit des dénominateurs des deux fractions. 

3° Si l’on considère la suite des réduites de rang 
pair et celle des réduites de rang impair, puis qu'entre 
chaque reduite de l’une et de l’autre suite et la réduite 
suivante on écrive toutes les fractions convergentes in- 
termédiaires qui s'y rapportent, de telle manière que 
les dénominateurs forment une suite croissante, on ob- 
tiendra deux nouvelles suites qui seront, la première 
croissante, la seconde décroissante, et qui, en consé- 
quence, convergeront sans cesse, l’une et l’autre, vers 
la valeur de la fraction continue. 


4  LARX ; : 
4° Siune fraction gt compriseentre deux fractions 


r . R} Br 
conver'gentes COnseCUutIvesS —» 


Sx Sp 
n—1 et n+1 


Qx-1 Qx+1 





9 appartenant au 


sont lestermes ex- 








groupe dont les réduites 
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” . . . R » 
trémes, ou si elle est comprise entre la fraction 7 et la 
4 


im, P F : J , À 
réduite =, Le déenominateur B de cette fraction E ‘a 
rt 


supérieur au denominateur de chacune des fractions 
convergentes qui la.comprennent. 


10. Lorsque la fraction continue est limitée, les deux 
suites formées avec les réduites et les fractions intermé- 
diaires se terminent d’elles-mêmes ; mais 1l faut remar- 
quer que l’on peut encore considérer l’une des deux suites 
comme illimitée. En effet, dans le cas dont il s’agit, l’une 


JET P ; À 
des réduites —" exprime la valeur exacte de la fraction con- 


ir 
tinue; cette réduite termine l’une des deux suites, tandis 
LR 
Op 


ment introduire dans la fraction continue un nouveau 





que l’autre suite s’arrête à ; mais on peut évidem- 


quotient x, égal à w; celle-ci sera alors représentée 





® P T où > P — , »: \ {4 \ 
par l'expression A TS équivalente à 7, et à celle 
> Th mn E QE Le 
d d Li * à - . , : . k GET S + 
e nos deux suites qui se termine à — on pourra ajou- 


6 om À 


ter les fractions intermédiaires 


1 rem | Lee 213 su 14 TES SU Pr 
2 9 RER UV PE 
1,8 LS Qt 2 Qr es 0 3 Q» we Qu 





CARE) 


dont le nombre est illimité. La suite indéfinie que l'on 
formera ainsi convergera vers la fraction continue, comme 
si celle-ci représentait la valeur d’une quantité irration- 
nelle. 


11. La théorie que nous venons d'exposer nous fournit 
la solution de cette importante question : 


ProsiÈme. — Déterminer, parmi toutes les fractions 
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dont le dénominateur ne surpasse pas une certaine li- 
mite K, celle qui approche le plus d'une irrationnelle 
donnée x. 


Concevons que la quantité x ait été réduite en frac- 
tion continue, puis qu'avec les réduites et les fractions 
intermédiaires on ait formé les deux séries, l’une crois- 
sante, l’autre décroissante, qui convergent toutes deux 
vers la valeur de x. | 

Si le dénominateur Q, de l’une des réduites est égal à 
la limite donnée K, la fraction demandée sera la réduite 
d: mais je dis que, dans tous les cas, cette fraction fera 


112 


partie de l’une des deux suites formées avec les fractions 
convergentes. En effet, s’il en était autrement, la fraction 


À 5 : : 
demandée rs tomberait entre deux termes consécutifs 


Rés pa AU 
ee _ ë de l’une de ces deux suites ; mais alors B serait 
PRET k 








A LU M ne le 
supérieur à 5x, la fraction _ serait d’ailleurs plus appro- 
kÆ 


L4 A # AE | 
chée de x que na et par conséquent cette dernière frac- 


tion ne satisferait pas à la condition requise. 

Donc, pour résoudre le problème proposé, 1l suffit de 
réduire l’irrationnelle x en fraction continue, de former 
la série des réduites de rang pair et celle des réduites de 
rang impair, avec les fractions intermédiaires correspon- 
dantes ; de prendre enfin dans chaque suite la fraction qui 
a le plus grand dénominateur au-dessous de la limite K. 
Les deux fractions que l’on obtient de cette manière com- 
prennent entre elles la quantité x, et elles fournissent les 
valeurs les plus approchées par défaut et par excès, de 
cette irrationnelle, quand on exclut les fractions dont 
le dénominateur est supérieur à K. 
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On voit que la réduction en fraction continue doit 
ètre employée toutes les fois qu'il est question d’expri- 
mer par les fractions les plus simples et les plus ap- 
prochées qu'il est possible, soit la valeur d’une irra- 
uonnelle, soit celle du rapport de deux nombres entiers 
très-grands. 


Théorème de Lejeune-Dirichlet. 


12. La: théorie des fractions continues nous a révélé 


L] LL L m . , - P ; . 
l'existence d’une infinité de fractions —! susceptibles d’ex- 
nn 
I 
Li 


Ce fait si remarquable peut être établi directement par 





primer la valeur d’une irrationnelle donnée x, à = près. 


un procédé ingénieux dû à l’illustre géomètre allemand 
Lejeune-Dirichlet. 

Le théorème que nous nous proposons d'établir peut 
être énoncé dans les termes suivants : 


Taéorëme. — Dans la série des fractions qui ont pour 
dénominateurs les nombres 1, 2,3,...,n,ilen existe au 
moins une de dénominateur y qui difjère d’une quantité 


1 > « 

moindre que — >; par défaut ou par excès, d'une irra- 
722% 

iionnelle donnee x. 


Représentons par m, le nombre entier immédiatement 
supérieur à vx, et considérons la suite des quantités 


MX, N—2X, M—Èx,..., MNT, 


qui seront toutes moindres que l’unité. Si l’on était as- 
suré que l’un au moins des produits 


n(m—x), n(m;—2x), n(m;—3x), LU n(m,—nx) 


eût pour partie entière zéro, le théorème serait démontré, 
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car On aurait, par exemple, 
aim, — vx) 1, 
d’où 
m, I 


I 
MVL T—- À ——x<T—; 
7 y 


mais, s’il n'en est pas ainsi, comme ces parties entières 
ne peuvent être que 

APS PT ARS OS CE 
l'exclusion du nombre zéro exige que l’une d'elles soit 
la même dans deux produits différents. Soient donc 

n(m,— vx) =E + e, 

n (my — pa) = E + n, 
E désignant un entier, € et x étant des quantités posi- 
üves inférieures à 1. Si l’on retranche ces égalités l’une 
de l’autre, 1l vient 

ne ma) (92 phele e nr 


d’où 











On peut supposer que y soit le plus grand des nombres v 
et; la différence y —x de deux nombres inférieurs à z 
est elle-même moindre que 7; enfin la valeur absolue 
de e— » est inférieure à 1. Le théorème énoncé résulte 
donc de la formule précédente, puisque celle-ci montre 
que la valeur absolue de la différence 


EESTI 
—— — 
» — 4e 
est inférieure à =. 
n (v A p) 


Dans ce qu'on vient d'établir, le nombre 7 est quel- 
conque. En le faisant croître indéfiniment on voit la pos- 
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sibilité d'obtenir une suite infinie de fractions conver- 
gentes vers la valeur de x, telles que l'erreur par défaut 
.ou; par excès relative à chacune d'elles soit moindre que 
l'unité divisée par le carré du dénominateur; car, dans 


? 1 2 ns : , + , 4 A : 
l'expression — indiquée par l'énoncé du théorème, v est 
1 


au plus égal à 2; cette limite sera donc en général 
I 





moindre que —: 
E 


Résolution d'une équation du premier degré à deux 
inconnues, en nombres entiers, par la méthode des 
fractions continues. 


43. Considérons l'équation 
Pr +Qy— : 


dans laquelle P, Q, H sont des nombres entiers positifs ou 
négatifs. Comme on peut supposer que ces trois nombres 
n’ont aucun diviseur commun, l'équation proposée ne 
pourra évidemment être satisfaite par des valeurs entières 
de x et de y que si les coefficients P et Q sont premiers 
entre eux. Supposons que cette condition soit remplie ; ré- 


; ‘ P ; ; 
duisons la fraction + G en fraction continue, et calculons 
! 


7 . . . P , CE DA LA 
les réduites successives. Si o désigne l’avant-dernière ré- 


duite, on aura 
= (PQ' — QP') —:; 
d’où 
P(Q'H)+Q(—P'H)—H, 


ce qui montre que l'équation proposée sera satisfaite en 
q Prop 


posant 
Poe em 0 19 à He TL 


Désignons par x, et y, ces valeurs des indéterminées x 
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et y, l'équation proposée pourra se mettre sous la forme 


Px +Qy = Pr + Qr 
ou 
VAT US AIR 
et, comme les nombres P et Q sont premiers entre eux 
les quantités x et y ne seront entières que SLT — Cp est 
divisible par Q. On aura donc, en désignant par 8 le 
quotient de cette division, 





x = ZX +0Q, 7 —=7Yo—0P, 
c’est-à-dire 
æ= + Q'H +00, Y=ZÆEPH +0P; 


ces valeurs satisfont à l'équation proposée, quel que soit 
l’entier positif ou négatif 6. 

Il faut remarquer que la valeur absolue de x sera infé- 
rieure à Q si l’on prend pour 6 l’un des deux entiers con- 
sécutifs entre lesquels est comprise la fraction positive ou 


QH 


, ! eee : ; A 4 1 
négalive + LOS on peut même ajouter que l’une de ces 
deux valeurs de # donnera à x une valeur absolue infé- 


rieure à — ©. [résulte de là qu'il existe une valeur unique 
2 


QU ; I I 
de x entre les limites zéro et Q ou — - Q et + = Q, pour 
2 
laquelle l'expression 
Pz —H 
Q 


se réduit à un nombre entier. 
L'équation dont nous venons de nous occuper peut 
s’écrire de la manière suivante : 
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. : x H ; : 
et l’on voit que toute fraction —; dont le dénomina- 
PQ 


teur est Le produit de deux nombres P et Q premiers 
entre eux, peut se décomposer en deux autres fractions 
ayant respectivement pour denominateurs les nombres 


Pet 0. 


Théorème relatif à la réduction des fractions 
rationnelles ent fractions continues. 
er L ù P PL 
44. Considérons une fraction rationnelle Q supérieure 


à 1, et supposons qu'en la réduisant en fraction conti- 
nue on ait trouvé 





P 1 
(1) = + ——— 
il 
Her 
An EN ICE 
ERA 
ln 
+ AT a ; PSP: P 
la dernière des réduites successives -—*; 2, ..., =” sera 
Q: Q: Q» 
’ A P : 4 
égale à nh et l’avant-dernière aura pour valeur 
11200 I 
( 2) RE 7 
Qi I 
Fr LEE PORC R 
a+... I 
Er ‘ 
Zn—9 


D'un autre côté, on a 


P, — ES An + pe 9% —— 9 Par An + On, 
1 Pine t Au 07 — Q»-> An—2 + Q-3 


2 — P:a +P,, Q3 —Qu+Q:, 
bn — Pa; +P;, .Q —=Qiai + Qo 
puis 


D ED M NOT 0 0 0; 
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ces formules donnent 











P J 
(3) der an + Te 
Pei Pi REP ES I 
n—2 
Ans +... I 
& I 
A + 
&; Ut 
«a 
Q; I 
(4) DANS Hoi ee : 
er 3 À hs ié 
Ana +: ua I 
lt — 


On voit que les quotients de la fraction continue (3) 
sont précisément ceux de la fraction (1) pris dans un 
ordre inverse; la fraction (4) est l’avant-dernière ré- 
duite de la fraction continue (3). 

Il résulte de là que, si l’on a 


(5) Pre Q»; 


mais seulement dans ce cas, les fractions (1) et (3) se- 
ront égales entre elles et la suite des quotients 


&, dis Ag, ..., An—9s ln; 


sera réciproque, c’est-à-dire que les termes extrêmes se- 
ront égaux entre eux, ainsi que deux termes quelconques 
pris à égale distance des extrêmes. Comme on a 


(6) PQ —- QuPri—(—1}", 
la condition (5) équivaut à 


(G) PQ Q=(—n où 0. EE, 


et elle exprime que l’on a 


OL 


= — un nombre entier. 


(8) 
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Réciproquement, si les nombres entiers P et Q <P sa- 
usfont à la condition (8), on peut être assuré que la frac- 


: P AE : . 
ion — se réduira en une fraction continue dans laquelle 


Q 


les quotients formeront une suite réciproque. 
HE Se : P 3 : 
En effet, réduisons la fraction Q en fraction continue, 


en nous arrangeant de manière que le nombre des quo- 
tients soit pair ou impair, suivant que le signe ambigu + 
exprime + ou — dans la formule (8). Alors, en désignant 
par z le nombre de ces quotients et par Q'la valeur du 
premier membre de la formule (8), on aura 


Pr Qi ia DE —=(— SE 


; a ; ; À dE Pr B 
mais —7—- étant la réduite qui précède ous la iors 


Qu: Qu Q 


mule (6) a lieu, et, en la retranchant de la précédente, 
il vient 


P1Q Na Qi) Fe 07 (Q» — Ps ] ; 


comme P, doit diviser le second membre de cette formule, 
et que ce nombre est premier avec Q,, il doit diviser 
Qy— P,_,; cette différence étant inférieure à P,, elle doit 
être nulle, et l’on a 


Ph SRE Qh-:1 — ee 


La première de ces égalités démontre la proposition que 
nous avions en vue. 


15. Les résultats qui précèdent nous seront utiles plus 
tard; mais 1l n’est pas sans intérêt de montrer dès à pré- 
sent comment on peut en tirer une démonstration fort 
simple d’une proposition importante dans l’Arithmétique 
supérieure. Cette proposition est la suivante : 


THéorÈME. — 7 out nombre entier qui divise la somme 
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de deux carres premiers entre eux est lui-méme la somme 
de deux carrées. 


En effet supposons que le nombre entier P divise la 
somme R2+S2 RetS étant des entiers premiers entre 


L x "at À R d L 
eux. Si l’on réduit la fraction à en fraction continue et que 


R 





> on aura 


"= 


ë. R' 4 È > PAST 
l’on désigne par cr la réduite qui précède 
RS'— SR'——+ 1; 
en outre, le nombre P divisant R?-- 52, il divisera le 
produit 
(R?+ S2)(R?+ S?) —(RR'+SS'}?+ (RS'— SR'}; 
il divisera donc, quel que soit K, la somme de deux carrés 
(RR'+SS'— KP}?+ (RS'— SR’); 
or le second de ces carrés est 1 ; quant au premier, 1l est 
le carré d’un nombre Q qu'on peutsupposer inférieur à P, 
A 4 ? ® PEN S A P Le | ji ’ 
et même, si l’on veut, inférieur à 5? à cause de l’indéter- 


minée K. Il résulte donc de notre hypothèse qu'on peut 
trouver un nombre Q inférieur à P, tel que l’on ait 


9 
FI : 
Se =—enlIere 


2 , . L2 P L] . LA 
Cela posé, réduisons la fraction — en fraction continue, 


Q 


en opérant de manière que le nombre des quotients soit 
pair. D’après la proposition établie plus haut, la suite de 
ces quotients sera réciproque et elle pourra être repré- 
sentée par 


dy jy gg 0, Apps yo +5 gs Ays €. 


AE 
La (m+1)*"*réduite =" embrasse les quotients de la pre- 
m 


SECTION I, — CHAPITRE I. 33 


M'—1 la 





x AE : ne P 
mière moitié de cette suite, et, si l’on désigne par - 
MA 
réduite précédente, par x» le quotient complet de rang 
m+I1, On aura 
L Er. Pytm +8 Pt ; 


Q Q% Cm + 8 ET : 
mais le quotient complet x,, est égal à 


I 
A yn—1 st a SE 
m2 US 
- + 


Q | m 


112000 


: p 
et cette fraction n’est autre chose que : doncona 


ST 





P AR Le > pa, 
Q Pr 0% 7 P x LA PT 


Il est évident que le second membre de cette formule 
est une fraction irréductible. D'ailleurs on s’en assure 
immédiatement en remarquant que la différence 


L- aps 0% LS p°2 Qes ne Q ip? Fe pe) 


a pour valeur 
Pres De Q:4 ea OP) Fr ( re pe peer, 


un facteur commun aux deux termes de la fraction dont 
il s’agit diviserait donc P,,_,; mais alors 1l diviserait 
aussi P», ce qui est impossible, puisque P,, et P,., 
sont premiers entre eux. D'après cela, la formule que 
nous avons obtenue donnera 


e — 1 he pi, 


Q re a a? os | eu 02 


Non-seulement la première de ces égalités démontre le 
S.— Alg. sup., I. 3 
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théorème énoncé, mais encore elle fait connaître les deux 
carrés dans lesquels le nombre P peut être partagé (1). 


Condition pour que les fractions continues qui repré- 
sentent deux irrationnelles soient terminées par les 
mémes quotients. 


16. Si deux irrationnelles positives x et x’ sont telles, 
que les fractions continues dans lesquelles elles se déve- 
loppent aient un même quotient complet y, on aura, 
par les propriétés des fractions continues, 


1) Py + P' j Ry + R' 
RE rer = R'Hferes DS? 
y +Q” CFE 

Q Q “4 


P, Q, P',... étant des entiers positifs qui satisfont aux 


deux conditions 
PQ'—QP'—=—+1, RS'—SR'—+r. 
Si l’on élimine y entre les équations (1), on trouvera 


AE b 
a x + b' 


æ— 


en posant 
a = QR'— RQ’, b—RPEPR},, 
a OS LE SO UREE Sp ERP 
et l’on déduit de ces dernières formules 
ab'— ba! — [PQ — QP')(RS' — SR')—+r. 


Donc, pour que deux irrationnelles positives x et x’ 
puissent se développer en des fractions continues suscep- 
tibles d’étre terminées par des quotients complets égaux 





(') J'ai donné pour la première fois cette démonstration dans un 
article qui fait partie du tome XIIT du Journal de Mathématiques pures 
ct appliquées (17° série). 
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entre eux, il faut qu'elles soient liées l’une à l'autre 
par une équation de la forme 


ax + b 


(2) Ron ! r"7 
LA D 


\ L / ve . 4 trs , 1 
où a, b «!, b' désignent des entiers positifs ou négatifs 
qui satisfont à la condition 


44 FT NOR VAÉectan ne El 
Je dis maintenant que cette condition est suffisante. En 


AE ; AE 1e LP 
effet, réduisons x en fraction continue, désignons par = 


Q 


P' 
une réduite aussi éloignée qu’on voudra, par © laréduite 


précédente, et par y le quotient complet qui répond à la 
AQU ; 
réduite 6° on aura 


Py + P' 


(4) One 


et, en substituant cette valeur de x dans l'équation (3), 
il viendra 

(aP + bQ)y — (aP'+ bQ') 

(a P+8Q)r +(a Pl +0) 


! 


AR 


Cela posé, quels que soient les signes des nombres à, b, 
«, b', les rapports 





Det PU 
aP+bQ _QQ. E HR GLS O VO Ha 
aP'— bQ" ICE a'P'+ APS CO NAS APE 

Cha GE 


sont positifs et supérieurs à 1, car on a Q > Q'et l’on 


! 


NICE P P Late CE à 
peut supposer les réduites a o assez éloignées pour que 


leur différencesoit plus petite qu'une quantité quelconque 
2 
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donnée. D'ailleurs y et x’ sont positives; donc la valeur 
précédente de x’ est de la forme 


RYy +R’ 
5 Pire ER = 
() FRS RES: 


R, R’, S, S’ étant des nombres entiers positifs tels que 
RE Mb 
D'ailleurs ces nombres ont respectivement pour valeurs 
RCE (ap +060) RE NRaRMEERMrLSS 
SE (af PQ PSE 2e a TPE POI 
les signes supérieurs ou inférieurs devant être pris en- 
semble. On déduit de là 
RS’ — SR'—+ {4b' — ba! )}(PQ' — QP'): 
on a d’ailleurs 
PQ'—QP'——+r et ab'— ba —+1, 
donc 


(6) RS'— SR ——H1. 


4 . L] LL] . R . . 
Réduisons maintenant la fraction à en fraction conti- 


‘4 Ro , OK , s 
nue et soit l’avant-dernière réduite ; comme le calcul 
0 
A . vie R, . « r 
peut être fait de manière que g Soit à volonté de rang 
0 
pair ou de rang impair, on peut écrire 





RS, — SR, D nt 


le signe du second membre étant ici le même que dans 
la formule (6). Et alors, à cause de cette formule (6), 
l'égalité précédente donnera 


R(S' —S,)—S(R'—R,); 
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or le nombre R est premier avec S, etil surpasse R’—R,, 
différence de deux nombres inférieurs à R ; il faut donc 


que l’on ait 
RSR HSE St. 


On voit enfin par la formule (5), que y est un quotient 
complet commun à x et à x’. ÿ 


Revwarque.— Nous avons supposé les quantités x et x’ 
positives, mais rien n'empêche de les supposer négatives. 
En effet, si l’on change x en — x ou x’ en —x", la for- 
mule (3) restera la même; seulement quelques-uns des 
coefficients changeront de signe sans cesser de satisfaire 
à la condition (4). Au surplus, dans le développement 
d’une irrationnelle en fraction continue, on n’a à s’oc- 
cuper que de la valeur absolue de cette irrationnelle. 
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CHAPITRE IT. 
DES FRACTIONS CONTINUES PÉRIODIQUES. 


Développement des irrationnelles du deuxième degré 
en fraction continue. 


17. On nomme irrationnelle du deuxième degré toute 
quantité irrationnelle qui est racine d’une équation du 
deuxième degré à coefficients rationnels. Il est évident 
qu'on peut préparer une telle équation de manière que 
les coefficients soient des nombres entiers ; 1l est même 
permis de supposer que le coefficient de la première puis- 
sance de l’inconnue soit un nombre pair, car on ramène 
le cas contraire à celui-là, en multipliant l'équation par 2. 

Soit, en conséquence, 


Lr?+2Mr+N=—=o 


une équation du deuxième degré dans laquelle les coeffi- 
cients L M, N sont des entiers positifs ou négatifs tels, 
que la quantité 


MP NA. 

supposée positive, ne soit pas un carré exact. Les racines 

de cette équation seront représentées par l'expression 
M —— VA 


Tu 
ra 


le radical VA élant pris positivement, et le signe am- 
bigu Æ devant être remplacé successivement par + et 
par — tant au numérateur qu'au dénominateur ; mais, 
comme nous ne voulons considérer que les valeurs abso- 
lues des racines nous donnerons au dénominateur de 
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l'expression précédente le signe qui rend cette expres- 
sion positive. Alors, si l’on pose 


D=+L, E—+M, 


puis que l’on désigne par D_, la valeur de N prise avec 
un signe tel que LN ——1D_,D, toute irrationnelle du 
deuxième degré prise positivement pourra être repré- 
sentée par la formule 

HnoEriVA 
(1) A FN , 
dans laquelle E et D sont des entiers positifs ou négatifs 
et À un entier dont la racine carrée est irrationnelle. 
En outre, on aura 


(2) E? + D_,D = A, 


D_, étant un nombre entier positif ou négatif. 


18. Cela posé, nous nous proposons de développer en 
fraction continue l’irrationnelle définie par la formule (1). 

Après avoir déterminé la racine du plus grand carré 
entier contenu dans À, on aura immédiatement, par la 
division le plus grand entier & contenu dans x ; alors 
on fera, conformément à la méthode générale, 


I 
TA + —»3 
Li 


et le nouveau quotient x, sera donné par la formule 
D . 
ADat Eau 


T1 Es = 


si l’on multiplie les deux termes de cette expression par 
(Da—E)+VyA afin de rendre le dénominateur ra- 
uonnel elle prendra la forme 

Eye (A 


RUES re 


D; 
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E, et D, désignant des nombres rationnels. On opérera 
sur x, Comme on a fait sur x, et ainsi de suite ; en sorte 
qu’on obtiendra successivement les formules suivantes : 





E + A ï 
LR l —- — 
D Ci 
5 REV MaNe at À 
LE D, TE 1 Lo 
NAS # I 
at D, hr tn Ln+1 


qui sont toutes semblables à la proposée, car on va voir 
que les nombres rationnels E,, D, sont toujours des 
entiers. La valeur de x,_, est 


TA I 
Dr == Jeerte Cr ln: — Es" 
n—1 ur 
et l’on en tire 
Dre TR De (De Any E,-_; ) + VA 9 
UE DATA mnt 2 |] ns VA À — (D; ani — En } É 


alors on aura, d’après nos notations, 








A F1 (DE, En-1 re le 
D 2 


(3) D, — _… 
(4) HD re Hs 
d’où 

(5) ED, D 


cette formule (5) subsistera pour z —o si l’on convient 
que D, et E, représentent D et E respectivement, quand 
l'indice n est nul; car, dans ce cas, les formules (2) 
et (5) coïncident. La formule (5) ayant lieu quel que 


SECTION 1. — CHAPITRE II. 41 


soit 7, on peut, dans la formule (3), remplacer A par 
E;, +D, >D,_,, et 1l vient alors 


(6) D,=D;;+2E; as s—D, as; 


enfin, en remplaçant D,_, par la valeur tirée de la for- 
mule (4), on obtient 


(7 ] D, — D,-> a (E,:4 M: E, | n—1: 


Les formules (4) et (7) subsistent, d’après ce qu’on 
vient de dire, quand on suppose 7 — 1. Elles contiennent 
la loi de formation des quotients complets x», et elles 
montrent que, si les nombres D,_»+, E,_,, D,_, sont en- 
üers, les nombres E, et D, seront aussi entiers. Or, 
par hypothèse, D_,, E, D sont des nombres entiers : 
donc E, et D, seront eux-mêmes des entiers, ainsi que E: 
et D:,..., E, et D,. Les formules (4) et (7) montrent 
encore que, si D_, et D sont pairs et que E soit im- 
pair, tous les nombres D, seront pairs, tandis que les 
nombres E, seront impairs. 


Remarque. — Il convient de remarquer que les trois 
nombres entiers D,_,, E,, D, ne peuvent avoir un divi- 
seur commun 0 supérieur à l'unité. En effet, si un tel 
diviseur existe, 1l divisera E,_, à cause de la formule (4) 
et D,_+ à cause de la formule (7); il sera donc un divi- 
seur commun des trois nombres D,_+, E»_1, D. On 
en conclura de même qu'il est diviseur commun à D,_;, 
E,_», D,_, et ainsi de suite. Le nombre 0 sera donc un 
diviseur commun à D_,, E, D, et, par suite, A aura le 
diviseur 8. Or on peut toujours admettre qu'il n’en est 


E + VA FE 
D 1 


pas ainsi; car, si, dans l’expression proposée 


et D sont divisibles par 8 A par 6?, rien n’empèche de 
supprimer ce facteur. 


42 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


19. On retrouve les résultats qui précèdent par la 


. » . , . . P ’ + , Le 
considération des réduites. Soit —! la (n aa 117 réduite 


ne 


de la fraction continue égale à x; on a 


UE Prtn le Ro 


D 2 
Q, ln + Q;2 





ou 
Er VA 4 (BP E, .S Pr D?) LE P} VA. 


s SA 
D (Qz E, tt Da D; ) AT Q: VA 


si l'on chasse les dénominateurs et que l’on égale en- 





suite de part et d'autre les parties rationnelles et les 
parties irrationnelles, il viendra 

(8) O°E; Me + Q2x LA SRDEE— E0; 

(9) (DP, an EQ; ) E, à (DP2 Eu EQ;-: Ds as AQ»: 


En résolvant ces équations (8) et (9) par rapport à E, 
et D,, et en faisant usage de la relation 


ARR \ 
PE ain PU A RE LT Art AE 
on trouve 


( Rte 
(1 0) E, + sa [AQ»-1 Q: Fa (DB Fée EQ,-:) (DB, EQ, j, 


(1 1) D, — (ee [(DP, — EQ, } — AQ;]; 





il est évident que la quantité entre crochets, dans l’ex- 
pression de E, ou de D,, se compose de termes qui con- 
ennent D en facteur, et d’un terme multiplié par le 
nombre À —E? qui est divisible par D. Donc les for- 
mules (10) et (11) montrent que E, et D, sont des en- 
uers, ce que nous savions déjà; mais elles vont aussi 
nous conduire à un autre résultat fort important. 

Je dis effectivement que, si z est supérieur à une cer- 
taine limite les entiers E, et D, seront toujours positifs. 
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La formule (1 1) démontreimmédiatement ce fait à l'égard 
de D, ; en effet, on peut l'écrire comme il suit: 


Poor ve à P, E+VA\] 
38 o(oe 5e) pur +o( D ) 


P, EVA P 
or, d’une part, le facteur = — ———ou — —x a Île 
Q» D Q2 
signe de (—1}*, et d'autre part, comme cette différence 
peut devenir aussi petite que l’on veut, en prenant » suf- 


fisamment grand, le dernier facteur de notre expression 





de D, approchera autant que l’on voudra de 2 VA, el 
il sera, en conséquence, positif pour toutes les valeurs 
de x supérieures à une certaine limite ; donc aussi D, 
sera positif. 

On pourrait établir la même propriété à l'égard de E,, 
en se servant de la formule (10), mais il est plus simple 
de partir de l'équation (8). Celle-ci donne 


D; P} 
Qu Dr —( FRS PT E) a: Le, 
Q» 


Q 
et, en divisant par 


4 
VE D 


É 
De — VA “= E 





(D Pa ) 
is ras ec WE, Er 
(12) OT RL RER, 


Qur, je VA —— E, 





Pour les valeurs de 7 supérieures à une certaine limite, 


(D FEES :) différera de VA d’une quantité plus petite 


qu'une quantité donnée quelconque : il en résulte que 
le nombre entier E, ne pourra pas être négatif; car, si 
cela arrivait, le second membre de la formule précédente 
serait plus grand que 1, et il ne pourrait être égal au 
premier membre, lequel est évidemment inférieur à 1. 
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Si donc, pour quelques-unes des premières valeurs 
de n, 0,/4,:2; :.:, les nombres D, et E;*peuventétre 
négatifs, cette circonstance ne pourra plus se présenter 
dès que 7 aura atteint une certaine limite. 


20. Nous pouvons maintenant établir la proposition 
suivante due à Lagrange : 


Tuéorëme |. — La fraction continue, dans laquelle 
se développe une irrationnelle du deuxième degré, est 
périodique, c’est-à-dire que la série des quotients com- 
plets ou incomplets, à partir de celui qui occupe un cer- 
tain rang, est formée d’une suite limitée de termes ou 
période qui se reproduit indéfiniment la méme. 


En effet, soit l’irrationnelle du deuxième degré 


E A 
(1) = Eva, 


que nous supposerons positive ; le nombre À est un en- 
üer dont la valeur est donnée par la formule 


et D_,,E, D sont des entiers positifs ou négatifs. 


SI 
( 3) Cn nn 
désigne généralement le quotient complet de rang nr +1, 


et que &, soit le quotient incomplet correspondant, on 
aura par ce qui précède, 


(4) EF RDEXDAA 
et 


(5) PER LAS FR Dares 


> té 
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en outre, nous savons que E, et D, sont des entiers et que, 
pour les valeurs de 7 supérieures à une certaine limite, 
ces mêmes nombres sont positifs. Considérons le dévelop- 
pement en fraction continue, à partir de cette limite. 
La formule (4) montre qu’alors on a constamment 


D VA; 


la formule (5) nous donne ensuite, en écrivant z au lieu 
de 7 —1, | 
DR SU AMREr" 7 tort /A 


Ainsi les nombres E,, D,, a, sont limités et les quotients 
complets x, ne peuvent avoir qu’un nombre fini de valeurs 
différentes. Donc, après un nombre d'opérations plus ou 
moins grand, mais qui ne peut excéder 2 VAX VA ou 2 À, 
on retombera nécessairement sur un quotient complet 
déjà obtenu ; après quoi le reste de la série des quotients 
complets ou incomplets sera formé d’une même suite ou 
période de termes déjà trouvés, laquelle se-répétera in- 
définiment. 

Il convient de remarquer que la relation (4) donne 
D,_,D,< A, et l’on aurait de même, en changeant 


en nr 1, D, :D,_,; A. Si donc on a 
DH > Va, 


on aura 


D, “el VA et D, A VA; 


d’où il résulte que, sile dénominateur d’un quotient com- 
plet est supérieur à VA, le dénominateur du quotient 
précédent et celui du quotient suivant sont l’un et l’autre 
inférieurs à VA. 

La démonstration précédente repose sur ce seul fait 
que D, est positif pour les valeurs de 7 supérieures à une 
certaine limite; elle subsisterait donc lors même que 
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nous n’aurions pas établi que E, est également positif 
pour des valeurs de 72 suffisamment grandes. Enfin il est 
évident que, si x, est le quotient complet qui commence 
la première période, les deux nombres E, et D, seront 
nécessairement positifs à partir de la valeur n — v. 


21. Taéorkme Il. — Réciproquement, toute quantité 
qui se développe en une fraction continue périodique 
est une irrationnelle du deuxième degré. 


En effet, considérons une irrationnelle x qui se déve- 


t : AE, s E 
loppe en une fraction continue périodique ; soient = la 


Q» 
réduite de rang 2+ 1 et x, le quotient complet corres- 
pondant, on aura 

s' A Pr —— Pas 


(1) en Qxrr + Qrs 


Si la fraction continue est périodique simple, c'est-à-dire 
si la période commence au premier quotient et que cette 
période ait À termes, on aura 


Tr —= LT, 


alors la formule (1) donnera 


NES Prx + Pr 
Que + Qrs 
ou 
(2) QratPee O2) eee 


x est donc racine d’une équation du deuxième degré à 
coefficients entiers. Il faut remarquer que le nombre Æ 
peut être égal à r, et que, dans ce cas, on a Ps, =, 
Qx-: == Te) 

Si la fraction continue proposée est périodique mixte, 
c'est-à-dire si la période ne commence qu'à partir du 
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quotient de rang m+-1 et que cette période ait À termes 
on aura 





(3) ee Pr Lm Ph-1 Ps P+x Tm+k Pt 
Q Tm or 4 Oise Qurrtmire + Q+254 

avec 

( 4) Tn+k — ln) 


chacun des nombres 72 et À pouvant être égal à 1. Si 
l’on résout par rapport à x» et Zm+x les deux équations 
comprises dans la formule (3), puis qu’on égale entre 
elles les valeurs obtenues, on aura 


Qn17 En En Fr LA Pre a EST nt Pa 
1e = Q TL Po A Que T 


équation qu'on peut mettre sous la forme 


2 


(5) Lr+2Mxr+N—o, 
en posant, pour abréger 


Le 13, pere Q» Qrées , 
(6) AM 3. |: PAR R oi Ge Pr Qu Re A (hu, 
N—= | LT REE Per Gr PA persan Ê 


On voit donc que x est encore dans ce cas, l’une des 
racines d’une équation du deuxième degré à coefficients 
entiers. 


Corozraire. — L’équation du deuxième degré à coef- 
ficients rationnels, à laquelle satisfait une fraction con- 
tinue périodique donnée, a ses deux racines de signes 
contraires si la fraction continue est périodique simple, 
et elle a toujours ses racines de méme signe lorsque, la 
fraction continue étant périodique mixte, il y a plu- 
sieurs termes avant la période. 


En effet, s’il s’agit d’une fraction périodique simple x, 
l'équation (2) à laquelle cette quantité doit satisfaire a 
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évidemment ses racines de signes contraires. Si l’irra- 
uonnelle x se réduit en une fraction périodique mixte, 
elle satisfera à une équation telle que (5), dans laquelle 
le produit des racines est, d’après les formules (6), 


N Pret Pr “or AE Pret 


L je Qu QE "A or Qt 


Supposons qu'il n’y ait qu'un seul quotient a avant la 





période, on aura 
MT, PDAs — TI, P> — «à, (3002 == O, 05 — I 


et, par suite, 


L'NPASOE 

cerapport peut être positif ou négatif; donc, dans ce cas 
les racines de l'équation (5) peuvent avoir le même signe 
ou des signes contraires. Supposons maintenant qu'il y 
ait plusieurs quotients avant la période, et soient a»_,, 
Am+r_s les quotients incomplets de rang #» et de rang 
m+k; on aura 


pe — Rae Ami + Ph: Pros Pebie An+k—1 + Pers 


02 LE Fe Ami Qu, Qi Que Am+k1+ Que 
4 , 4 4 4 N © 
au moyen de quoi l'expression générale de devient 


2 È 
m+k—2 m—2 
TE PRE m1) RE (ns TT REURS 


Pire Ps 
QE Le o =) 
Or Qi 


La différence a»4x_ —am_ n'est pasnulle, carautrement 
la période commencerait un rang plus tôt qu'on ne l’a 


N PAT | CARLA 


L 1 pie Qc 





Tn+k1 — Zn 4) ra 


supposé ; d’ailleurs le deuxième facteur du second membre 
de la formule précédente est une fraction dont chaque 


ue. 
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terme s'obtient en ajoutant une quantité positive ou né- 
gative, mais fractionnaire, à l’entier 4a»4%_1 —@m_1 ; donc 
le facteur dont 1l s’agit est positif, et 1l en est de même 


N . \ , 7 
du rapport j; ce qui achève la démonstration de la pro- 


position énoncée. 


22. Taéorëme III. — Les périodes des quotients in- 
complets, dans les fractions continues qui expriment les 
racines irrationnelles d’une équation du deuxième de- 
gré à coefficients entiers, sont inverses l’une de l’autre, 
c'est-à-dire que les quotients dont se compose l’une des 
périodes sont précisément ceux de l’autre période dis- 
posés dans un ordre inverse. 


Supposons d’abord que l’une des racines de l'équation 
proposée se développe en une fraction continue pério- 
dique simple. On peut admettre que cette racine x est po- 


sitive et supérieure à 1, car on ramènerait le cas con- 


TA TES 1 
traire à celui-là en changeant x en — x ou en + —. 
TX 


La P 4 , té LA = 
Cela posé, 0, représentant généralement la réduite de 
112 
rang 7 + 1,et x, le quotient complet correspondant, on a 


d'où Ce Or nl 19 PT \ 
P} CRE Q,;x 


S1 À exprime le nombre des quotients contenus dans 


MP Pr 
CR ER 1 Ui 7) 
Qrar + Qi 


la période, on reproduira l’équation dont x est racine en 
remplaçant x; par x dans l’une ou l’autre des formules 
précédentes; cette équation peut donc se mettre sous la 
forme 


Qui — Pr: 
DS PRESENT N C n troent LE, 
Pr — Qrr 
® , I LE . D 
et, sil’on représente par — — sa deuxième racine, qui est 
TL 


S., Alg. sup. — I. h 
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négative, on aura 


fi LA DRE Frs Q+ : 
Prize + Qi 


T 


P, à INDE 
Or, —{ étant supérieure à r, on sait (n°13) que -Ÿ et —< 
10: P 4 ( }q Qx1bze 


se développent en des fractions continues formées des 
mêmes quotients ,mais en ordre inverse; en outre, aus 
k—1 
est l’avant-dernière réduite de la fraction continue égale 
A pr / , A ke s V'EES 
pire donc x’ est égale à une fraction continue pério- 

k—1 
dique simple, dans laquelle la période est inverse de celle 
de x. 

Considérons en second lieu le cas où les racines de 
l'équation proposée se développent en des fractions pé- 
riodiques mixtes. Soit x l’une de ces racines; nous pou- 
vons suppôser æ positive, et, si la période commence au 


quotient de rang m +1, on aura 


PRTEN b Lo Edo A r 


dr Q7 Tm + Qu : 


la quantité x» est supérieure à 1, et elle est exprimable 
par une fraction périodique simple; elle est donc racine 
d’une équation du deuxième degré, dans laquelle la se- 


: 1 = ‘ 
conde racine — —- est telle que les fractions continues 
me 


Ly et Xm aient des périodes inverses. D’après cela, on 
obtiendra la seconde racine x’ de l'équation proposée en 


i " , , 
remplaçant x», par — —- dans la formule précédente; on 


mn 





a ainsi 
LA 
Pt TE Dee 


8 ea” Th CEA Q» 











x’ Er 
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Or, à cause de l'égalité 


Pr Qun1 — Q» Re (— 21024 


les fractions continues x’ et x}, se terminent par les 
mêmes quotients (n° 15); d’ailleurs, dans une fraction 
continue périodique, on est libre de faire commencer la 
période à l’un quelconque des quotients qui viennent 
après la partie réellement non périodique; donc on peut 
considérer comme inverses l’une de l’autre les périodes 
des fractions continues x*et x’. Mais il faut bien remar- 
quer que ce n’est qu'en entendant les choses de cette ma- 
nière que le théorème énoncé est exact. 


23. Taéorkme IV. — La période de la suite formée 
par les numérateurs ou par les dénominateurs des quo- 
tients complets relatifs à l’une des racinesirrationnelles 
d'une équation du deuxième decre à coefficients entiers 

(1 5 
est inverse de la période analogue qui se rapporte à la 
deuxième racine. 

En effet, d’après ce qui précède, les périodes des quo- 

? P q P ? P q 


tients incomplets, relatives aux deux racines, peuvent 
être représentées par 


(1) y y, de, ..., po, Ars; 
(2) pis Aya» , M9, dj, € 
Soient 
T, Cr INR CODARS Th2s A1; 
! ! ! / U 
ROMANE a ta nee MERS, TRE 


les quotients complets qui répondent respectivement aux 
quotients incomplets (1) et (2). 

S1 r désigne un entier quelconque compris entre zéro 
et À, on peut regarder la suite 


Ans Zn+1 ROUTE A1; «a, €; 17 An 
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comme étant la période des quotients incomplets de la 
première racine, et cette période sera en même temps 
celle que fournira le développement du quotient com- 
plet xx. Pareillement, on peut prendre la suite 


ni; Ap9y ve) UE &, Ain n+13 ln 


pour la période de la deuxième racine, et cette même 
suite sera la période de la fraction continue égale au quo- 
tient complet x. Rec 

Cela posé, les irrationnelles x, et x,_, étant égales à 
des fractions continues périodiques simples, dans les- 
quelles les périodes sont inverses l’une de l’autre, Lu 


1 : : À : 
et — — seront les racines d’une même équation du 


Th 


deuxième degré à coefficients entiers. Si donc on pose 


(3) UN — Free VA T Er au va 
NA ES EU PEN ET A D 
D, : j Die} 


A, E,, D,, E;_,, D;, étant des nombres entiers la 
1 


quantité x4_, sera égale à la valeur que prendra — — 
ln 


quand on aura changé le signe du radical YA ; en consé- 
quence, on a 


4) EE Eee VA NIMES 
ADS TND SANS 

les formules (3) subsistent pour ñn—0 et pourr =k, 

CAT ON a Lx — v'et Ly— rl en est le Te MIE 

gard de la formule (4), pourvu que l’on supprime l’in- 

dice o, quand les lettres D, E, D’, E’ sont affectées de 

cet indice. 


La formule (4) donne 


(5) Ez-n DS E>, 
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puis E;+D,D;_,=A; mais, commeonaE;+D,_,D,=A, 
la précédente égalité se réduit à 


(6) Dir Dr. 


Les égalités (5) et (6) démontrent la proposition énon- 
cée ; 1] en résulte que, si la période des quotients com 
plets de l’une des racines est 


EVA IE VA E 
AS LE pie 


X— 
PERS RSR 


VA Exit VA 


(5 D, Des De 





la période des quotients complets de la deuxième racine 
sera 


RAUAANE CE VA ES APT TUE 
D D MOT ED D 


12 


(8) 


Comme les périodes (7) et (8) se répètent indéfini- 
ment, les termes qui viennent après ceux que nous venons 
d'écrire sont respectivement 

DÉPAA UNE EREU À 
D NADINE 
et, d’après la loi de formation des quotients complets, 


on aura 


Cette égalité montre que si les fractions continues aux- 
quelles se rapportent les périodes (7) et (8) ne sont pas 
périodiques simples, les dénominateurs des quotients 
complets qui termineront les parties non périodiques 
seront respectivement D;_, et D. Il résulte évidemment 
de cette remarque que la période des dénominateurs des 
quotients complets commence un rang plus tôt que la pé- 
riode des numérateurs des mêmes quotients. 
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2%. APPLICATION À UN EXEMPLE. — On propose de dé- 
velopper en fraction continue les racines de l'équation 


27 x? — OL 770. 
Les expressions des racines sont 
07 WA 00 8 fe 207 HR t0OSE 
54 — 54 ? 
la racine du plus grand carré entier contenu dans 1093 
est 33. Voici le résumé du calcul de chaque racine, calcul 
qui repose sur l'emploi des deux formules 
E, — DES di — Elu, 
DÉSD ÈS E (Es Fe E;) T1) 


établies au n° 18 : 


Première racine. 


Hi: 
Die RIEENUt, 
he à 


Er La Er (RE po; FE, =SS Et 
D 18 D; —=26 AD TEMPO T0) RUE UE 


Il 


les quotients incomplets sont donc 
2 ps LE NA, Guns D MA 


Deuxième racine. 


E — — 97, 
DRE 54 D 84; 
Ge 


E, his EpiE: = D NE RUN Drm 29, KE 27 
D,=14; Di 6, Di 18, Di= 14, D, = 26 = 1Dh 
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les quotients incomplets sont donc 
denis pfi Pyr APAVE 


Pour que la période soit inverse de celle de la première 
racine, il faut la faire commencer au quatrième quotient. 


25. Taéonëme V. — Si « désigne la racine carrée du 
plus grand carre entier contenu dans un nombre entier 
_ donné À qui n'est pas un carré exact, l'irrationnelle VA 
se développe en une fraction continue périodique mixte 
dans laquelle la période commence immédiatement après 
le premier quotient. Le dernier terme de la période des 
quotients incomplets est égal à 2a, et les autres termes de 
cette période forment une suite symétrique dans laquelle 
deux termes également distants des extrémes sont égaux 
entre CEUX. Enfin les numérateurs et Les dénominateurs 
des quotients complets forment également des suites pé- 
riodiques dont les périodes sont symétriques. 


En effet la fraction continue égale à VA ne saurait être 
périodique simple, puisque les valeurs absolues des deux 
racines de l’équation x? — À — o sontsupérieures à l’unité. 
D'ailleurs, ces racines étant de signes contraires, 1l ne 
peut y avoir qu'un seul quotient avant la première pé- 
riode, dans le développement de VA, d’après le corollaire 
du théorème IT. Il résulte de là que l’irrationnelle VA en « 
se développera en une fraction périodique simple, et la 
même chose aura lieu aussi à l'égard de VA + a, puisque 
ces deux quantités sont les racines d’une même équation 
du deuxième degré à coefficients entiers. Cela posé, soient 


Bet ont unan} (2e ne) "e 


les quotients incomplets de la fraction continue égale à 
VA+ a, la suite des quotients relatifs à YA — a sera, 
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d’après le théorème I, 
O0 (ay, y; ……… dis 24) (az CR à s'en 


Mais du développement de VA + a on passe à celui de 
VA en retranchant a du premier quotient; pareïllement 
on passe de VA — a à VA en ajoutant a au premier quo- 
tient; donc la suite des quotients incomplets dans le dé- 
veloppement de VA peut être représentée de l’une ou de 
l’autre des deux manières suivantes : 


a(ai, Any ve) ay 24) (@, da, Pate Lo, 


a(&y-à; Æj—9s ++) dy, 24) (ay-4, dns 5 


on voit que le dernier quotient de chaque période est 
égal à 24, et que les quotients qui précèdent forment 


une suite 
dj, Ag, 1, Ayo, ps 


dans laquelle deux termes également éloignés desextrêmes 
sont égaux entre eux. 
D'après le théorème IV, si 


a + VA Ei + VA, 
PCT AO PE ME Se TL ES 


Ez-_ + VA E,._. On 1 VA 
Re TRS Er pare Ra 7 
1 D, 


? 
D;-> Di 


272 


est la suite des quotients complets relatifs à VA.+ aile 


suite correspondante pour MA sera 
A — a 
PNA LE, EN EL VA SERA 
FT PRES , Da , ; PDU 9 S , ; 


il est évident que ces deux suites coïncideront si l’on 
efface le premier terme de la première suite; par consé- 
quent on a E, — a, et, dans chacune des deux suites, 
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les termes également éloignés des extrêmes sont égaux 
entre eux. Il suit de là que la période des quotients com- 


plets obtenus dans le développement de VA peut être re- 
présentée par * 


ND TE VA | EH UA FU AT à te A 
Dr DEN DAME DE 


26. L’équation x? — A — 0, à laquelle se rapporte le 
théorème précédent, appartient à une classe d'équations 
remarquables qu'il est intéressant d'étudier. Nous nous 
proposerons, à ce sujet, la question suivante : 


ProsiÈème. — Zrouver les équations du deuxième 
degré à coefficients rationnels dont les racines se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par les 
mémes quotients, 


S1 x désigne l’une des racines d’une telle équation, 
l’autre racine (n° 15) devra être de la forme 


ax + b 
na D 


a, b, a’, b'étant des entiers positifs ou négatifs liés par 
la relation | 

(1) Au DAT: 

Cela posé, soit — P la somme des deux racines, on aura 


ar D 
P+zxr+ ARABE UMTS 0 
FE ns 2 à 


ou 





RTE L 
a’ 


Fr a ON Pb +pb 
a Den een PER 
a 


ce qui doit être l’équation demandée; mais, pour que la 
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somme des racines soit effectivement égale à — P, il faut 


que l’on ait. 
b'—— a, 


après quoi LE condition (1) donne 


Fe Le 





b = us? n 
a 


L’'équation demandée est donc 


(2) 2? + Pr — PET | 05 

« @ ” 
P est une quantité rationnelle quelconque, a est un 
nombre entier quelconque, enfin a’ est un diviseur 
quelconque de a? +1. 

Les fractions continues dans lesquelles se développent 
les racines! de l'équation (2) ont donc nécessairement la 
même période; d’un autre côté, d’après le théorème IIT, 
la période de l’une de ces fractions continues est inverse 
de la période de l’autre. Il en résulte que chaque période 
est une suite symétrique ou qu'elle est formée par la 
juxtaposition de deux suites symétriques, dont l’une peut 
se réduire à un seul terme. En effet, soit 


do, “1, Aa, cs ln 


la période dontils’agit; d’après le théorème IT, on pourra 
aussi considérer la période comme étant 


Anis nas +++, Ai, Ao. 


Il peut arriver que les termes de cette seconde suite soient 
respectivement égaux aux termes qui occupent les mêmes 
rangs dans la première; dans ce cas, la période est symé- 
trique. Mais, pour que les deux suites dont il s’agit puis- 
sent être considérées comme périodes de la même frac- 
tion continue, 1l n’est pas nécessaire que les termes de 
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même rang soient égaux, car on est libre de prendre un 
terme quelconque pour origine de la période. La con- 
dition nécessaire et suffisante est que les termes de la 
suite précédente soient égaux aux termes qui occupent 
respectivement les mêmes rangs dans la suite 


An lm+13 de POUR An+n—2 n+n—1 


m étant un indice indéterminé. Cette condition s'expri- 
mera donc par l'égalité 


lyntk — An—k—1) 


qui doit avoir lieu pour toutesles valeurs 0,1,2,...,(n—1) 
de l'indice £; en conséquence la période sera composée 
des deux suites 


(&o, jy +.) A4) a yntis es CP) € 


dans chacune desquelles les termes également éloignés 
des extrêmes sont égaux entre eux. 


Remarque I. — Il faut remarquer que les racines de 
l'équation (2) donnent lieu à des fractions continues qui 
se terminent par les mêmes quotients, lors même que la 
quantité P serait irrationnelle. Seulement, dans ce cas 
ces fractions continues ne sont plus périodiques d’après 
le théorème Il. 


Remarque Il. — Nous savons que l’équation (2) com- 
prend comme cas particulier l'équation x?— À — 0, 
où À désigne un nombre entier. Pour la réduire à cette 
forme, 1l faut faire P—0o et 

HAE T 


——A ou a?A— a — Er; 
a 2 
ce qui prouve que l'équation indéterminée 


SANTE Et" 
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admet toujours des solutions entières, si le signe du se- 
cond membre est convenablement choisi. Nous retrouve- 
rons plus loin cette propriété remarquable. 


Comparaison des réduites qui répondent à des quotients 
complets égaux entre eux, dans une fraction continue 
périodique. 


27. Considérons l’irrationnelle du deuxième degré 


HER A 
(1) Da 


qui est l’une des racines de l'équation 
Dr —9%Er F0: 


les nombres D, E, F sont des entiers positifs ou négatifs, 


et l'on a 
E2— DF —= A. 


Soit x’ l’un quelconque des quotients complets qui se re- 
produisent périodiquement dans le développement de x, 
on aura 


E' + VA 
(2) TRACE 


E’ et D’ étant des nombres entiers essentiellement posi- 
tifs. On peut faire commencer la période de la fraction 
continue au quotient incomplet contenu dans x’, et nous 
la désignerons par 


dy ji, Agy 3 App; 


74 (24 . 
enfin nous représenterons par : la valeur de la fraction 


continue formée avec ces mêmes quotients, en sorte que 
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l’on aura 


œ 
(3) BARS Varia : 


dy 





Cela posé, nous nous proposons de trouver la loi des ré- 
duites 


(4) — so ee) 


de la fraction continue égale à x, qui répondent, dans 
les périodes successives, au quotient complet x”. 


p! 
Si l’on représente généralement par 7 celle des ré- 
nm 


. ; tt P 
duites de x qui précède ="; on aura d’abord 


mt 


! LA 
Pin emep?r.e, 


(S) PTE de, 


et 1l est évident que la formule (5) donnera la valeur de 


* si l’on y remplace x’ par 2: on aura donc 


à 


P, PE Ph + HS 
Q: “A a Qn-1 60 


Le second membre de cette formule est une fraction irré- 
ductible; car, si l’on retranche ses deux termes l’un de 
l’autre après les àvoir multipliés respectivement parQ,_, 
et P,_,, puis par Q, et P,_,, on obtient pour diffé- 
rences les nombres & et 6 qui sont premiers entre eux. Il 
résulte de là que l’on a 


LE TA ab te ape ? 
Q» en as A2 60,2 , 


Si l’on porte dans la formule (5) les valeurs de P’,_, et de 


(6) 
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Q,_1 urées des équations (6), il viendra 


L, + (æ = Era) Ph 
= ———— ——— — 
Q> zxe) (œ — 6x ) np: 
d’où l’on ture 
(7) DOS ie) (Pr 1 — Qui): 
Donnons à » les valeurs1, 2, 3, ..., n dans la for- 
mule (7), et multiplions entre elles les 7 égalités ainsi 
obtenues, on aura 


(8) P, — Qux = (Po — Qr) (a — 6x}. 
Si l’on fait, pour abréger, 


E' 6 
(a) ES EME 


2 


puis que l’on désigrie par u, et v, deux nombres ration- 
nels définis par l’équation 


(ro) HIIENES VA = (a A JR EANR 


la formule (8) donnera, en remplaçant x et x’ par leurs 
valeurs (1) et (2), 


(11) Pa — VAE (n- 12%.) (un aetti VA }. 


S1 l’ôn effectue les calculs, qu’on égale de part et d'autre 


les parties rationnelles et les parties multiphiées par VA, 


4 





qu’on remplace enfin le rapport parsa valeur — F, 


on aura 
(12) P, = Poux + (EP — FQ)”», 
\ QE Qoun pie (DP, HS EQ) Vn: 

Le développement de la formule (10) fera connaître les 
quantités u} et ’», après quoi les formules (12) donne- 
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ront les valeurs de P, et Q,, et résoudront ainsi le pro- 


blème que nous nous étions proposé. 
4 


28. Considérons les expressions des quantités u, et v, 
qui nous sont données par les formules (9). Si l’on re- 


, a # . a , L œ LA 
présente par Fi la réduite qui précède 2 dans le dévelop- 


pement du quotient complet x’, on aura 


à ! 1 
ax + u 


_ 6x! BTE 


: d'où 6x ?— {x —6'}x — x —0; 


EVA 


remplaçant x’ par sa valeur set ere AL égalant ensuite 


à zéro la partie rationnelle, ainsi que la partie multipliée 


par VA , il vient 











À + E"? ABLE , 
6 D nn der ae oO, Dr Ca ete o: 
d'où 

E RES 4 6? 6 2 . ; 
(13) y 3 Ni ap = | 3 | — (aë — 6 1 


Au moyen de ces relations les formules (9) deviennent 


+ 6". — re + 6" \? , n 
(14) =” ee a VA = / (° | — (x HO 


2, 








et, comme la différence 46 — 46’ est égale à Ær,on aura 
(15) UT AU ENS 


Nous pouvons conclure de tout cela une propriété 
remarquable, qui consiste en ce que les quantités u, 
et , ont les mêmes valeurs, quel que soit le quotient 
complet à partir duquel on fait commencer la période, 
pourvu que le nombre des quotients que l’on fait figurer 
dans cette période reste le même. En effet, supposons que 
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l’on fasse commencer la période au quotient complet qui 
vient après x’, la période des quotients incomplets sera 


€, do, .. dy) «a; 


: oœ : ; s 
désignons par la fraction continue formée avec ces 


1 
' 
A) 


k quotients, et par 7 celle qui est formée avec les mêmes 
1 


f 


quotients, sauf le dernier. Il est évident que l'inverse me 
1 


: ; Le x 
de la seconde fraction est égal à = — a, et que l’in- 


6, +. ; aa+a 
verse —! de la première est égal à == 4. On a donc 
a P 5 6a + 6 


&, a—6a 6, (aa+a)—a(6a+6') 


œ, 6 ae à 6a +6 $ 


et par conséquent 


«a —6a+6, 6 — 4— 64, 


1 


d’où l’on ture 
2 +6 —=a+6; 


on a d’ailleurs 


16, — 6,0, — «8 — 6x — Er. 


Ces dernières formules montrent que les valeurs de u, 
et de v,, données par les équations (14),ne changent pas 
Œ 


quand, au lieu d'employer la fraction : qui répond au 


quotient complet x', on se sert de la fraction analogue 
& . . LA . « 

ne relative au quotient complet qui vient après x". 

6; 

Je dis maintenant que u, ets, sont des nombres entiers 
ou des fractions ayant pour dénominateur 2. La première 


des formules (14) montre qu’il en est ainsi à l'égard de 
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1 6 | ; 
U,;, quant à ÿ,, sa valeur est 10801 f ce que devient 
? q ? D g q 


cette fraction lorsqu'on la réduit à sa plus simple exprès- 
sion. Le nombre D’ est un multiple de g; ensuite les 
formules (13) montrent que 2E’ est divisible par g et 
que 4 À l’est par g?; mais on a vu (n°18) que D’ et E’/ne 
peuvent avoir un diviseur commun 6, dont le carré 6? 
serait un diviseur de À : il en résulte que notre nombre g 
est nécessairement égal à 1 ou à 2. Si g est égal à 1, », 
est entier, el u, l’est aussi à cause de la formule (15). Si 
g est égal à 2, les nombres w, et v, ont l’un et l’autre le 
dénominateur 2; en effet, dans l'hypothèse où nous nous 
plaçons, D’ est pair, et si u, était entier, E’ serait divi- 
sible par 2, à cause des formules (9), et A le serait par 4, 
à cause de la formule (15). Or il est permis de suppo- 
ser, comme nous l’avons déjà dit, que les trois nombres 
DFE : : 
ailes et z ne sont pas tous les trois entiers; donc le 
nombre u, ne peut être entier quand #, est fractionnaire. 
Ce que nous venons de dire des nombres u, et s, a 
lieu également, quel que soit » à l'égard des nombres u, 
et ’n. On voit immédiatement, par la formule (10), que 
u, et y, seront entiers si u, et y, sont eux-mêmes en- 
tiers. Supposons donc que ces derniers nombres aient 
le dénominateur 2. Si l’on fait successivement 7 — 2 et 
n = 3, dans la formule (10), il viendra, en ayant égard 
à la formule (15), 


ta VA — (au Hi) — our, VA, 
uy — v3 VA — (AuiÆsu)— (Au Hi) VA. 


3 ) I k 
On voit que, si u, et », sont de la forme k + + k étant 


un entier, #, et y, seront de la même forme, tandis que u; 
et »,; seront enters. D'ailleurs, si l’on fait nr — 3 u + y, 
S. — Alg. sup., I. 5 
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y étant l’un des nombres 0,1, 2, on a 


Us 0 VA = (au TRE VA) (a, — Yÿ, VA } 
Un — Van VA Sn (u, he VA)"; 


comme u, et y, sont entiers, u3, et +, le sont aussi; d’ail- 
leurs u, et y, ne peuvent avoir que le dénominateur 2, 
puisque y est «73; doncil en est de même de w, et de v,. 
On peut même ajouter que les nombres w, et sv, sont 
tous deux entiers ou tous deux fractionnaires. En effet, 
sil’on multiplie l'équation (10) par celle que l’on obtient 


en y changeant VA en — VA, on aura, à cause de la 
formule (15 ), 


(16) Un SAVE TEEN 


ILest évident que, si », est entier, &, l’est aussi. Si s, 
est fractionnaire, uw, ne peut être entier; car, s’il l'était, 
A serait divisible par 4, d’après la formule (16); alors u, 
serait entier d’après la formule (15), et v, le serait aussi, 
comme on l’a vu plus haut. Notre hypothèse est donc 
inadmissible, car s, ne peut être fractionnaire quand u, 
et y, sont entiers. 

Nous avons démontré que les valeurs de u, et de », 
sont indépendantes du quotient à partir duquel on fait 
E + VA 
+ 
On peut ajouter que ces quantités sont les mêmes pour 
E+ VA E— A 

Din 
même équation à coefficients entiers. En effet, d’après 
les formules (14), les valeurs de u, et de y, ne dépendent 
que de la somme & +6”, puisque la différence 46! — 6% 
est égale à +1. Or, quand on passe de l’irrationnelle 


E+ VA — VA 
TD D 


commencer la période de l’irrationnelle x — 


les deux irrationnelles , racines de la 


les fractions 





à l'irrationnelle conjuguée + 


f'0 
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"e 
us ÉAiVent être remplacées respectivement ar — 
€ P P Rent 


en sorte que les nombres « et 6’ restent les Hand. donc 
u, etv, n'éprouvent aucun changement. 


29. Nous allons examiner actuellement ce qui arrive 
quand on donne à l’entier 7 des valeurs négatives dans 
les formules (10), (11), (12). Si l’on change 7 en — ». 
la formule (10) devient 


I 
(a Fr Pi VA)" 


ou, à cause de la formule (15), 








Un —V-n (Ar Eye 


nv, VA fus "Ca, +, VA)" —= ei (u,, + p, VA); 


on a donc 
7)  æy=(Hi)u, vu (Hi) 


D’après cela, on aura en changeant aussi 7 en —n 
dans les formules (12), 


pus pe Ad TEE (EP, it FQi) Pr 


(18) ral 
D 1)" Q_» a Qo Un (DP, a EQs) Pr 


Ces formules (18) définissent les nombres (+ 1)*P_,, 
(Æ 1)* Q_, dont les expressions se déduisent respecti- 
vement de celles de P, Q, par le changement du signe 


de »,; en les combinant avec les formules (12) on ob- 
ent 


DR HP, —2P;u,, (ETMRQSEQ:—20Q; Un; 


2u, étant entier, on voit que P_, et Q_, sont comme P, 
et Q, des nombres entiers. 
Si l’on divise les formules (18) par v: et que l’on fasse 
>: 


+ ? “ , 
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usage de la formule (1), il viendra 


EURE" e VA) (Que Po) +P (2 ve) 


) 
Pr 


(19) | ÉD 


: D(Qoz — Po) + Qo (E - vi): 
Or l'équation (16) donne 


LES VA is °n (u, + Ph VA) à 


(29) CT : 


d’ailleurs les nombres uw, et v, croissent indéfiniment 


U . . Fe . 
avec 2; donc — a pour limite VA quand » tend vers l’in- 
Vn 


fini. On voit alors, par les formules (19), que les valeurs 
absolues de P_, et de Q_, croissent aussi indéfiniment 
avec 71, el que pour z — © On à 


PRET 
Que WE D 


lim 





) 


ne, us Pie u : 
c’est-à-dire que l'expression —— converge vers l’irration- 
—n 
nelle conjuguée de x. Si l’on retranche la seconde équa- 
uon (19) de la première, après l'avoir multipliée par 
E — VA 
AE on trouvera, en faisant usage de la formule (20), 
DURE VA o 
EVA ARMÉE) $ 
Gil rip. CG PSS 
NA 


Pr 


multiphons cette équation par la seconde équation (19), 
et faisons ensuite z =  , il viendra 


HOT 0 . so sta 0. | 


(5e) (85) 
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Le second membre de cette formule est égal à 


I 
Pl DP F0 FAO: 
pSca Val 0 0) 0] 
et par suite (n° 19) égal à 

+ D' 
= 9 
2 VA 





. , . P . s , ' 
puisque la réduite Q de la fraction continue x répond à 
0 


un quotient complet de dénominateur D’. D’après cela, 
de 1% FRA AR 

si l’on désigne par €, une quantité qui s’annule pour 
n — ©, On aura 


eu he 
Da Pn EVA: 2 VA a 
Q_, Di" En 


! 


D : 
Le rapport —— est plus petit que 1 ; donc, pour des va- 
2 VA 





leurs de 7 suffisamment grandes, le second membre de 
la formule (22) aura la forme 


0 
0 


9 étant compris entre o et r. Le nombre 8 sera même 


1 





Ne 6 Fa LEA vil 
inférieur à— si FonPas De VA , et alors la fraction = 


— 1" 
sera certainement (n° 8) l’une des réduites de la fraction 
continue dans laquelle se développe l’irrationnelle con- 
juguée de x. 


30. Mais il y a plus, et nous allons prouver que, si 


—# 





sont, gé- 


op {à 


l’on exclut la valeur 7 = 1, les fractions 


néralement, les réduites successives qui répondent aux 
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(aD' —E') + VA 
D 


2% 4 EL 
veloppement de l'irrationnelle =- = en fraction 


dans le dé- 


quotients complets égaux à 


continue. 
Pour démontrer la proposition qui vient d’être énon- 
cée, posons 
2 ES APR PRE MENT 


? 


= BE 
D A—E'"°?? 
D' 


z'et x' sont relativement à z et x des quotients complets 
correspondants, et leurs développements fournissent des 
fractions continues périodiques simples, dans lesquelles 
les périodes sont inverses l’une de l’autre; en outre, 


I . À 72 . \ 
x" et — - sont les racines d’une même équation à coef- 


dd 


. . . I 
ficients entiers ; si donc on remplace x’ par —;, dans la 
Z 


formule 
DPF EP, 
7 Qoz'+Q nr (ja 
le second membre se réduira à z, et l’on aura en consé- 
quence 
! 
AT ve P',z +P, 
Cd) TT PUTURL. AU ee 0 . 
Q,z Pr Qc 


. R , LA f ’ A a 
Soient = une réduite de z répondant à un quotient com- 
let LE éduite qui précèd E ra 
plet & et <; la réduite q précède <> on au 


RE AER 
Hnstes si 
puis 
__(PS—POR)E+ (PS — PR) _ ME +M' 
ISO RE (QS OR) ANTON 
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, ER OR 
Cela posé, nous supposerons que la réduite =, qui ré- 
0 


pond au quotient x’ dans la fraction continue x, soit 
prise dans la première période, et nous allons chercher 
combien on doit introduire de quotients incomplets 


K! 


R M M 
dans la réduite — 5 Pour que R Etre N soient deux réduites 


consécutives jo 3. Il faut d’abord que M et M’ aient le 
même signe, nr que N et N’, ce qui revient à dire que 


les Fe DRE on mt gune doivent être comprises n1 l’une 
0 
; R R' DU SE D 
ni l’autre entre AAA La réduite 0, peut embrasser 
L: 0 


un ou plusieurs quotients de la période de x; mais, par 
hypothèse, le nombre de ces quotients est au plus égal 


A 4 , . , P 
à £ — 1; il en résulte que, si le développement de E ou 
0 


de 2° coïncide, dans les premiers termes, avec le déve- 
û 

loppement de z', cette coïncidence ne pourra persister 

au delà du (& — 1)" quotient; donc, si l’on introduit 


! 


: R ; 
k + 1 quotients dans g et par suite k dans —» aucune 


S 


! 


S'? en 


Po, Q L R 
des fractions = ne sera comprise entre s et 


7 Q 


conséquence, les rapports — seront positifs. Si ces 


Me 
M ° tx 


N'é ; 4er ; M 
rapports sont supérieurs à l’unité, les fractions e et N 


seront deux réduites consécutives de z; dans le cas con- 


: à I ; : $ 
traire, soit é — c+ —; © étant l’entier contenu dans #, 
] 


il viendra 
_(Me+ M} +M 
ANA NNNSEN 
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ce qui montre que Met et M sont alors deux ré- 
1 DANGER CON 
duites consécutives de z. Or, au lieu d'opérer comme 


nous venons de le faire, il suffit évidemment d'introduire 


R L : RE TELL: : 
dans 3 Un quotient de plus; si donc la réduite < em- 


L . . M 
brasse À + 2 quotients au moins, la fraction Rsera une 
A! 


+ L , 4 4 ? M 
réduite de z, et elle sera précédée de la réduite ee 


Il faut pour notre objet prendre le quotient complet { 


A! 


la fracti 
égal à a z' ; par conséquent, pour que à ITAaCLION — N° 
Pi SE PAR! 


SUEOR! 


soit une réduite de z répondant au quotient complet qui 
précède z/, il peut être nécessaire d’employer deux pé- 
riodes de quotients, au moins, pour former la fraction = G 
LE 

mais deux périodes suffiront toujours si Æ est supérieur 
à 1. Lorsque est égal à 1, la période se réduit à un seul 


terme a; les rapports 5 seront positifs si l’on prend 


CUS 
L À ‘ e + 
& — D + w. et il est facile de vérifier que ces mêmes rap- 


ports seront supérieurs à 1, à moins que l’on n’ait a =1. 
Dans ce cas particulier d’un seul quotient égal à l'unité, 
il est nécessaire d'introduire trois quotients au moins 


dans la réduite = 


, . ( ; L4 Lé 
Désignons par = la valeur de l’expression précédente, 
3e 
lorsqu'on emploie 7 périodes de quotients pour former 


ÿ 5 On aura, en remplaçant P° et Q', par leurs valeurs 
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tirées des formules (6), 


NES) R' 
®,—P, (s +5) hi 


a rie) 14 
D n — Qo (s +aR) He Ur 


ou, en éliminant P, et Q, par le moyen des formules (12), 


{ 


ip, (s + x ) sera (EP, — FQ) SR 


&— U …, 


+/ \ LR ! 
Da—=Q (s +R) — (DP, — EQ,) sr. 
: : ù R’ TRUE ES 
D'après notre hypothèse, gr st une réduite de z’ qui ré- 
pond au dernier quotient de la nie période; d’ailleurs 


É est la réduite qui répond au même quotient pris dans 


la première période; donc les valeurs de R’ et de S/ se- 
ront données par les formules (12), si l’on y remplace 


Mori: 
Ps et Qo paré et 6’, D, E, F par ee ES =DSlet 


qu’on écrive 7 — 1 au lieu de 7; on à ainsi 
R'—6u,-1 +(E'6+D'6)0,_;, 
AE"? 


SE Ame —é— CCE Le 


En faisant usage des formules (13) et (14), ainsi que des 
relations 
U Up + APP Un, Pilnn + Un — Vns 


qui résultent de l'identité 


(ur Un VA) = (us — Pa VA) (a cr à VA fs 
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on obtient les valeurs suivantes de R’ et S’ : 


6 &— U 
Re trUS ur RE Ve 
fi fi 
Les expressions précédentes de ®, et de 9, deviennent 
ensuite 
LANÉN NIUT ne (EPo 5 FQ) Pr 


D n = Qu — (DP, + EQ)’n 
et par conséquent on a 
SA (cmt) à VER = (R 1) Q_>, 
ce qui démontre bien que, pour les valeurs de 7 supé- 
Pi 
rieures à 1, les fractions —— sont les réduites qui répon- 


nd : 


dent aux quotients complets précédant les quotients 
égaux à z’ dans les périodes successives de la fraction 
continue z. Il faut remarquer que la première des ré- 








. | RUE . à AR , A ! 
duites =", savoir 6 -; peut répondre à un quotient com- 


EL us 


pris dans la partie non périodique. 
91. Le cas de 7 — 1 constitue une exception; la frac- 


s pe A , Q 
tion —— peut être une réduite de z ou de x, et dans ce 


dernier cas elle répond toujours à un quotient compris 
dans la DE non périodique; 1l peut arriver aussi que 


la fraction Due fasse partie des réduites d'aucune des 


Q-; 
fractions continues x et z. 
Le cas de 7 — 2 fait lui-même exception, comme nous 
l'avons déjà dit, lorsque les périodes de x et de z se ré- 
duisent à un seul quotient égal à l'unité. L’équation 


Haine 30 
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en offre un exemple. Les deux racines sont 


— 25 + V5 25 + V5 
PR per os me DS EST TT 
ax di A 0) 10 


n 


PAT P EN : LE 
les réduites —”! de x qui répondent aux quotientis pério- 


nm 


diques sont données par les formules 


Pise qui HILL, Qu + 5v,, 


L: 5 rm 
U» — Pn ÿ5 = RE) . 


2 
On üre de là 


P, BG RD UC At 


P, Qu 
, 7 — — 9 Pr —— L) 1229 


Re 9 = — ET 9 
Q COS CEE Cr t 01 16. 


puis, en donnant à z des valeurs négatives, 








IST 


pet: Papas diiPas-:s Pan 0 


re —= m2 — 


QE “2 : 








QE 0e Q AL Q-, 58 


Dans cette dernière suite, la deuxième fraction n'est 
une réduite pour aucune des deux racines x et z; la pre- 
mière et la troisième fraction sont des réduites de 3 qui 
répondent à deux quotients de la partie non périodique, 
et ce n’est qu’à partir de la quatrième fraction que com- 
mencent les réduites relatives aux quotients périodiques. 


Cas de la racine carrée d’un nombre entier. 


/ 


32. Onta, dans ce cas, E—0o, D—1:1, F=—A et 


la formule (11) se réduit à 
LA "E Q> VA Le (P mi Q VA) (up xs Le VA). 


ee P : Deus 
Supposons que nos réduites = soient celles qui répon- 


22 
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dent aux quotients complets égaux à a + VA, a étant 


le plus grand entier contenu dans VA. Alors le premier 
terme de la période des quotients incomplets sera 24; 
on aura 


L œ ae 
in dOU WP, a Gain Of 

Qo 6 

enoutre,commeonaiciE/= «a, D'=1,les formules (9) 
donneront 


(me Men 7 Acces] ANNEE ET (Ja 
on aura donc 
Pr — Qu VA — (Po == Où VAE. 


Exemple. — Soit À — 7. La période des quotients in- 
complets qui viennent après le premier quotient 2 est 
1,1,1, 4; la réduite qui répond au dernier quotient de 


nl 8 
cette période estz Posant donc P, —8, Q,—3 on aura 


Pa — Qu V7 = (8 — 37)": 
d’où 
PAL Qui ST ENO UE 
P, — Q: V7 — 2024 — 965 V7, 
P, —- Q, V7 = 32257 — 12192 V7, 


c 8,0 1910 16 :1p3 0 ere! (e.e jee ses 61e e/ pre sue rte 


33. On peut conclure de ce qui précède une propriété 
des réduites qui répondent au dernier quotient complet 
dans les périodes successives du développement de la ra- 
cine carrée d’un nombre entier. On a effectivement 


Dre 0 VA ei (P, 06 VA)”, 
Pop — Qu VA ns (P 06 VA)”; 
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d’où 
— FR 
LATE Qu VA = AE ces Os VA) , 
égalité qui se décompose dans les deux suivantes : 


Pt F4 4 AU Qn-1 A ne Er Qt: 


Si l’on désigne par X, la réduite qui répond au quotient 


a + VA pris dans la ni°®e période, on aura 





P,-: Pont 
Ne = — ? Xon — —"— ; 
À EM Qi 
et les formules précédentes donneront 
À 
02 De TT 
X» 
Xon = ————— ) 
2 


d’où 1l suit que la réduite X,, est la moyenne arithmé- 


; 4/1 A 
tique des deux quantités X, et > dont la moyenne 
42 


géométrique est VA. La formule précédente peut encore 
se mettre sous la forme 


et 1l en résulte que la réduite X,, est précisément la va- 
leur approchée de VA à laquelle conduit la méthode 
d’approximation de Newton dont il sera parlé plus loin, 
quand on prend X, pour une première valeur approchée. 


Sur l'application de la théorie des fractions continues 
à L'analyse indeterminee du deuxième degre. 


934. Soit 
__E+ YA 
Ÿ D 


TI 


78 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
une racine irrationnelle et positive de l’équation 
(1) Dxr?— 2Exr + F—o, 
dans laquelle les coefficients sont des nombres entiers 
positifs ou négatifs. 
On a vu au n° 18 que, si . est une réduite répondant 


It 


à un quotient complet de dénominateur H, dans le dé- 
veloppement de x en fraction continue, on a 


5 [(DP,— EQ, } — AQ2] = ÆH, 


ou, en remplaçant À par E?— DPF, 
DP;, — 2EP,Q; nr FO ma à 
le signe + ou — ayant lieu dans le second membre, sui- 


L12 


P tas ; 
vant que —— est une réduite de rang pair ou de rang 


12 
impair. L'égalité précédente montre que l’une des deux 
équations indéterminées 


(2) Dy?— 2E7yz + F2 +H, 
(3) Dy?— 2E7z + Fz=-—H 
sera satisfaite par les valeurs 


PEAPTARESR OS 


P; = L RUE ; 
Supposons que O, soit la réduite qui répond à un quo- 
nm 


uent complet de dénominateur H pris dans la (72 + 1 )ième 
période; si le nombre des quotients contenus dans une 


période est pair, les réduites . 
PMP AURLES 
AR) pri) es 
Qi ON Où 


seront toutes de rang impair ou toutes de rang pair; elles 
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fourniront donc une suite infinie de solutions entières 
pour l’une des deux équations indéterminées (2) eut: 
Mais, si la période de la fraction continue x renferme un 


‘ + ; RAT BP; 
nombre impair de quotients, les réduites — seront alter- 


à 
nativement de rang pair et de rang impair; en consé- 
quence elles donneront une infinité de solutions entières 
pour chacune des équations (2) et (3). Il peut arriver 
qu'il y ait dans la même période plusieurs quotients com- 
plets de dénominateur H, et l’on doit alors appliquer à 


A 


chacun d’eux ce qui vient d’être dit. 

Les solutions entières dont 1l vient d’être question, et 
qui répondent à un même quotient complet pris dans 
les diverses périodes de x, peuvent être représentées par 
les formules 
(4) Mn AU (EP, — FQ)», 


2 QUE (DP, DS EQ:) Pro 





Un et ’n désignant ici les mêmes quantités qu’au n° 27; 
ces deux formules sont comprises dans la suivante : 


( F5 “ha +) — (— us Q) C7 PAL) VA)", 


où le radical YA peut être pris avec un signe quelconque 
en donnant à ce radical le signe + et le signe — succes- 
sivement, et, en multiphiant ensuite les deux équations 
résultantes, il vient 


Dy? — 2Eyz + F2? — (DPi — 2EP,Q, + FQi) (ui — Avi)”. 


Comme u°—Av°— +1, le second membre de cette 
égalité ne change pas par le changement de 7 en — n; 
par conséquent, quand on donnera à 2 toutes les valeurs 
entières de —o à + , les formules (4) fourniront des 
solutions entières en nombre infini pour chacune des 
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équations (2) et (3), si la période de x renferme un 
nombre impair de quotients, et pour une seule de ces 
équations seulement, si le nombre des quotients con- 
tenus dans la période est pair. 

Les résultats qui précèdent ont été tirés de la consi- 
dération de l’une des racines x de l’équation (r); la 
deuxième racine ne donnerait rien de plus, car, en attri- 
buant à » des valeurs négatives dans les formules (4), 
nous avons fait intervenir, d’après ce qu’on a vu précé- 
demment, les réduites qui naissent du développement de 
la racine conjuguée de x. 


35. Lorsque le nombre entier H est inférieur à YA, 
l’analyse précédente fait connaître toutes les solutions 
entières des équations (2) et (3). On a effectivement ce 
théorème : 


TaforÈme. — Les nombres D, E, F, H étant des en- 


tiers et H étant << VA, si les entiers positifs P et Q, sup- 


poses premiers entre eux, satisfont à l'équation 

Dy?— 2Eyz+ F2 = TH, 

. P , . , . , 
la fraction — sera nécessairement une réduite de l’une 
Q 
des fractions continues qui représentent les racines de 
l'équation 
Dx?— 2Ex +F—o, 
sauf une légère exception dont il sera parle. 
On a, par hypothèse, 

(1) DP?— 2EPQ + FQ?— +ÆH, 
et l’une quelconque des racines de l'équation 


Dr'—2Er+F—o 


SECTION I. — CHAPITRE II. 81 


peut être représentée par la formule 


(2) rer 


où z: désigne le nombre + r et où À est mis au lieu de 


. RUE 24 à ; 
E?— DEF. Enfin, si l’on réduit G en fraction continue et 


? , P' , . . , \ P 
que l’on représente par ç la réduite qui précède Q” on 


aura 
(3) POS QE 7, 


j étant égal, à volonté, soit à + 1, soit à — 1. 
Cela étant, posons 


Pr’ + P' fx — P 
(4) es, oct d'où DA nn 
Qz'+Q P— Qx 
on aura 
FAQ J jD 


CRE © = ————————; 
Q Q(P—Qzx) Q[{nP—EQ)—:Q VA] 
et, en rendant rationnel le dénominateur du second 
membre, 1l viendra 


à Q TP —EQ)+:Q va]. 


Q  Q(DP?— 2EPQ + FQ° )’ 





cette formule peut être simplifiée par le moyen de l’équa- 
tion (1); celle-ci donne en effet 


DH 
DP — EQ — 4Q { ALT 


le nombre Æ étant égal à + 1 ou à — 1, suivant le signe 


de DP — EQ. Il vient alors 


DH _ 
A2 LE +i 
ge 2CVA OU a) 
TT +——= — a ——————— 


Q LH 
S.— Alg. sup., I. 6 


82 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


les signes de et de 7 étant arbitraires, je prendrai i = #, 
et je choisirai ensuite 7 de manière que j# ait le signe de 
+ H; on aura ainsi | | 


5 à AS RE , 





formule où les radicaux sont pris positivement. 

Nous pouvons supposer D positif; alors, si le second 
membre de la formule (1) est + H, le second membre 
2 VA . 

V : il sera donc, d’a- 





de la formule (5) sera supérieur à 


près l'hypothèse, supérieur à 2; d’ailleurs, la fraction 
! 


& est moindre que 1; donc la valeur de x’ sera supérieure 

à 1, et en conséquence x’ sera, d’après la formule (4), 
< r A , a , \ Fi 

un quotient complet, répondant à une réduite égale à 5? 


dans le développement de l'irrationnelle x en fraction 
continue. 

Si le second membre de la formule (1) est — H, la con- 
clusion précédente n’est plus légitime en général; mais 
on voit cependant qu’elle subsiste si Q a une valeur très- 
grande, car le second membre de la formule (5) différera 
2 VA 

H 
supérieure à 2. Il est facile d’assigner une limite de Q 


alors très-peu de 





» quantité qui, par hypothèse, est 


au delà de laquelle le théorème n’est jamais en défaut; à 
cet effet, écrivons comme il suit la valeur de x’ : 


aa 2VA  Q'+: ENERT DH 1). 
#=( HT 0 }+ (a+ ea); 


comme A est supérieur à H, et que Q' + 1 est au plus 
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égal à Q, on aura certainement x’ > 1, si la quantité 
I 1 DH AE 


aie en 


est positive, c'est-à-dire si l’on a 


H 
a? @ He A pe Q? 


en élevant au carré cette inégalité et effectuant les réduc- 


üuons il vient 
D +H 


2 VA 





EX 


SE RE 
Lorsque Q surpasse cette limite, la ACTES l’une 


des réduites relatives à l’une des racines x: mais. si 
? ? 


l’on a 
Dr 
ee 
> VA 





on ne peut plus rien affirmer en général. 

Il faut remarquer que ce cas d'exception ne peut se 
présenter que si F est positif; car, dans le cas contraire, 
l’équation (1) peut se mettre sous la forme 


— FQ° + 2EPQ — DP?— + H, 
et alors, Ÿ étant une réduite de la fraction continue qui 


: 1 AE 1, EP F 
exprime l’une des irrationnelles —; G sera l’une des ré- 
TX 


duites de x. 


36. D'après ce qui précède, si les équations indéter- 
minées 
ÿ?— Az = + H, 
ÿ* — Aë = — H, 
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dans lesquelles À désigne un entier positif non carré, et 


où H est un entier inférieur à VA, admettent des solu- 
ons entières, ces solutions seront toutes fournies par le 
développement de VA en fraction continue. Par consé- 
quent, si le nombre H ne figure pas parmi les dénomi- 
nateurs des quotients complets qui forment la première 
période, aucune des deux équations précédentes n’ad- 
mettra de solutions. 

Le dernier quotient de chaque période ayant l’unité 
pour dénominateur l'équation 


Y?— Az = +1 


admet toujours des solutions entières ; il en est de même 


de l'équation 
F— AZ — — 1, 


quand le nombre des quotients de la période est impair. 
Mais, lorsque le même nombre est pair, l'équation pré- 
cédente n’admet aucune solution entière. 

Considérons par exemple l'équation 


°—2%9/—=—<EH; 


en développant 4/29 en fraction continue, on trouve les 
quotients incomplets 


re mat F9 


La période se compose de cinq quotients, et l'équation 


» 5+V20, «ed 


proposée admettra des solutions si H est égal à l’un des 
op 0 us 
nombres 1, 4, à. En particulier, comme L est la réduite 
I 


qui répond au dernier quotient de la première période, 
on voit que les solutions des deux équations 


JU 20P << Tr, 


F— 298 = +1: 
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seront données respectivement par les formules 


y —2ÿ29 = (70 — 1329)", 
7 — 2V29 = (50 — 13 Y29)°"; 


si l’on fait 7 — 1 dans la dernière formule, on obtiendra 
les plus petits nombres qui satisfont à l'équation 


“ 


VIP ET, 


SaVOIr 
HE OO I020, 


side © © Ge 
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CHAPITRE II. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 


Des EXpTr'eSSions imaginaur'es. 


37. Conformément à l’usage adopté, nous représente- 
rons par à l’imaginaire /— 1, et nous appellerons expres- 
sion imaginaire toute expression de la forme 


À + Bi, 


où À et B sont des quantités réelles, positives, nulles ou 
négatives. 

Quand nous saurons d'avance que deux quantités 
réelles À’ et B’ sont respectivement égales à deux autres 
AetB, nous dirons que les expressions A--B: et A+ B': 
sont égales. 

Il est évident que, si l’on a plusieurs égalités de la 


forme 
A Bree ARE 


et qu'on les multiplie membre à membre en opérant 
comme si z était une quantité réelle, on obtiendra une 
égalité dans laquelle les coefficients des mêmes puissances 
de : seront égaux; l'égalité subsistera donc quand on 
rabaissera les exposants de : au-dessous de 2 en faisant 
usage de l'équation 1? — —1. 

Considérons l'expression imaginaire À + Bi; on peut 


SECTION I. —- CHAPITRE III. 87 


toujours trouver une quantité positive p et un arc a tels 


que l’on ait 
As=bC03%,, Brpsind, 


En effet, 1l suffit de prendre 


p == + YA? Bi, 
puis 
A : A 
s SNA — ne 7 0e 


COS = —— — 
+ VA?+ B? 


+ VA? BR! 





par conséquent, on peut écrire 

À + Bi—pcosa + ipsina 
ou, si l’on veut 

A+ Bi—p(cosa+isina). 


Quand une expression imaginaire est ainsi ramenée à 
la forme p{cosa +1sina), la quantité positive £ est dite 
son module; l'arc a est son argument. 

Le module d’une expression imaginaire donnée est dé- 
terminé, mais l’argument ne l’est pas entièrement; car 
une expression imaginaire ne change pas quand on ajoute 
à son argument ou qu’on en retranche un nombre quel- 
conque de circonférences. 

Les quantités positives et négatives peuvent être con- 
sidérées comme des expressions imaginaires dont le mo- 
dule est égal à leur valeur absolue et dont l’argument 
est un nombre pair ou impair de demi-circonférences ; 
car soit À un nombre positif, on a, quel que soit l’en- 
ter k, 

+ À — A(cos2 kr +isin2Âr), 
— A = A[cos(24+1)r+isin(24 +i)r|. 


Pour que deux expressions imaginaires soient égales, 
il faut et il suffit que leurs modules soient égaux, et que 
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leurs arguments diffèrent d’un multiple de la circonfé- 
rence. Supposons. en effet, que les expressions 


picosa+isina) et o'{cosa' +isina’) 
soient égales; on a 
pcosa —p'cosa, psina—p'sina’, 
et, si l’on ajoute ces équations, après les avoir élevées 


au carré 1l viendra 


9 19 [4 


pp? et pp; 
les modules étant égaux, les arcs a et a” ont même sinus 
et même cosinus; donc ils ne peuvent différer, s'ils sont 
inégaux, que par un muluple de la circonférence. 

Les arguments de deux expressions imaginaires conju- 
guées, telles que À + Bi et À — Bi, ont même cosinus, 
tandis que leurs sinus sont égaux et de signes contraires; 
la somme de ces arguments est donc égale à un multiple 
de la circonférence. 


98. THéorëME. — Le produit de deux expressions 
imaginaires est une expression imaginaire dont le mo- 
dule et l'argument sont respectivement le produit des 
modules et la somme des arguments des facteurs. 


Considérons d’abord deux expressions imaginaires 
coSa +—isina et cosb +isimb 


ayant l’unité pour module. Si l’on effectue leur produit, 
il viendra 


(cosa + isina){cosb + isinb) 
— coSa cos b + à (sina cosb + cosa sinb) + “sina sinb, 
ou, à cause de 1? — —1 
(cos a + isina){cosb + isinb) 


— (cosa cosb — sinasindb) + i(sina cosé + cosa sin ); 
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or nous savons que l’on a 
cos a cosb — sina sind —cos(a + b), 
sin a COsb + cosasinb — sin(a+b); 
on peut donc écrire 
(cosa+ isina) {cosb + isinb) = cos(a + b) +isin(a +b). 
Soient maintenant p (cosa +isina), p(cosb+isinb) 


deux sta Dal imaginaires ayant De PEN EDEN pour 
modules petp';ona 


p(cosa + isina) X p'(cosb +isinb) 
— pp’ X (cosa +isina)(cosb +isinb), 
et, par conséquent, 
p(cosa +isina) P<'p: (cosb + isinb) 
— pp'[cos(a+b)+isin(a+b)]. 


Conrozraire |. — Le quotient de deux expressions 
imaginaires est une EXpr'ession imaginaire dont le mo- 
dule et l'argument sont respectivement le quotient des 
modules et la différence des arguments du dividende 
et du diviseur. 


Car soient les deux expressions 
P 
picosa+isina) et p'{cosb +isiné ); 


on a 


Ê [cos(a — 8) +isin(a—6)] 

P X p'(cosb + isinb) — p{cosa + isina); 
d’où 

p(cosa +isina) 


dé 2 Far 
p “(cosé + siné) AURe DA ANRe )1: 





Corozzaime I. — Le module et l'argument du pro- 
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duit de tant d'expressions imaginaires que l'on voudra 
sont égaux respectivement au produit des modules et à 
la somme des arguments des facteurs. 


En effet, pour multiplier les deux premiers facteurs, 
on multiplie leurs modules et l'on ajoute leurs arguments. 
Pour multiplier ce produit par le troisième facteur, 1l 
faut multiplier son module par celui du troisième facteur 
et ajouter à son argument celui de ce troisième facteur, 
et ainsi de suite. 
gt- 
nair'e à une puissance entière et positive de degré m, il 
faut élever le module à la puissance m, et multiplier 
l'argument par m. 


CorozzarrEe Ill. — Pour élever une expr'ession ima 


Cela résulte immédiatement du corollaire If, en sup- | 
posant égales entre elles toutes les expressions imagi- 
naires que l’on y considère. 

Soit, en particulier, cosa + sina une expression IMma- 
ginaire de module 1; on a 


(cosa ce isina )”" — cosna —- i Sin MA. 


C’est dans cette égalité que consiste la formule de 
Moivre. 


39. Le module de la somme de deux expressions ima- 
ginaires est compris entre la somme et la différence des 
modules des parties. 


En effet, soient les deux expressions imaginaires 
p(cosa +isina), p'(cosa' +isina'), 
et posons 


R (cosA + isinA) —£{cosa + isina) + p'{cosa' +isina'); 
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on aura 
R cos A — p cosa + p'cosa’, 


R sin À — psin a +p'sina; 
si l’on ajoute ces égalités après les avoir élevées au carré 


et que l’on extraie la racine carrée des deux membres de 
l'égalité résultante, il viendra 





R — Ve? + 2 0p' cos(a— a )<+p?; 


on a donc 


Il résulte de là que : 


Le module de la somme d’un nombre quelconque 
d'expressions 1MmaASinaires ne peut surpasser la somme 
des modules de ces EXPr'essions. 


Des fonctions entières. 


40. Un polynôme tel que 
A, be, Nr A A A m1 ARUE Am 


dans lequel chaque terme est le produit d’une constante 
réelle ou imaginaire par une puissance entière d’une va- 
riable réelle ou imaginaire z, est dit une fonction en- 
uère de z. Le polynôme étant supposé ordonné par rap- 
port aux puissances de z, le degré m du premier terme est 
le degré de la fonction. Une équation est dite algébrique 
lorsqu'elle peut être mise sous la forme f(z)— 0, f(z) 
désignant une fonction entière de z. 


Taéorime I. — Si une fonction entière f(z) de z 
s’annule pour z — o, on peut assigner une quantité po- 
sitive r, telle que, pour toutes les valeurs de z dont Le 
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module est compris entre zéro et r, le module de f(z) 
soit constamment inférieur à une quantité donnée R. 


En effet soit la fonction 
f(z)—=Asz"+ Az +,,,+ A, 3 


qui s’annule pour z — 0, et dans laquelle quelques-uns 
des coefficients À peuvent être nuls. Désignons par p le 
module de la variable z et par a le module de celui des 
coefficients A5, À, ..., Am, qui a le plus grand mo- 
dule. Comme le module d’une somme ne peut surpasser 
la somme des modules des parties, on aura 

m+] 
mod f (z) Zap" + pl+,,.+p) ou Ka ere 
et, si la valeur dep est inférieure à 1, on aura à plus forte 
raison 





mod f (2) << me 


Donc, pour que le module de f (z) soit inférieur à R, 
il suffit que l’on ait 


ap R 
LAS OUEST SAME TS 





Le 
et, en conséquence, si l’on pose 


R 
LINE 


le module de f(z) sera inférieur à R pour toutes les va- 
leurs de z dont le module est compris entre zéro et r. 


CorozLaire I. — S% 
VAUX VE + Appt 2H, As 2 


est une fonction entière de z ordonnée par rapport aux 
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puissances croissantes de z, et que l’on pose 
f(z) — Ann" (1 + «), 


on pourra assigner une quantité positive r telle, que pour 
toutes les valeurs de z dont le module est compris entre 
zéro et r, le module de & soit constamment inférieur à 
une quantité positive quelconque donnée R. 


En effet, la fonction que nous désignons par € a pour 
valeur 


Les (M ONIQUES Er ANS 2 2 A: 
FRE À nu VE 


E=— 


et 1l suffit de lui appliquer le précédent théorème pour 
établir la proposition énoncée. 

Dans le cas où la fonction f(z) et la variable z sont 
réelles, on voit que, pour toutes les valeurs de z dont le 
module est inférieur à une certaine limite, la fonction a 
constamment le signe de son premier terme. 


CorozLairE II. — Sx 
f{z) AO A SP te D'A r te As 


est une fonction entière de z ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de z, et que l’on pose 


f(z) = A2" {(1+e), 


on pourra assigner une quantité positive r telle, que pour 
toutes les valeurs de z dont le module est supérieur à r 
le module de & soit constamment inférieur à une quan- 
tite positive quelconque donnée KR. 


En effet, la fonction désignée par € a ici pour valeur 


nt dl nl 
Ajtzr A; 7 ARMES A 2 
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et son module sera inférieur à la quantité donnée R pour 


pin nee k 
toutes les valeurs de — dont le module est inférieur à une 
Z 


certaine quantité — qu'on peut déterminer, c’est-à-dire 
1e 


pour Loutes les valeurs de z dont le module est supé- 
rieur à 7’. 

Dans le cas où la fonction f(z) et la variable z sont 
réelles, on voit que, pour toutes les valeurs de z dont le 
module est supérieur à une certaine limite, la fonction a 
constamment le signe de son premier terme. 


CorozLarre III. — Ze module d’une fonction entière 
f(z) devient infini en méme temps que le module 


de z. 


Ce corollaire résulte immédiatement du précédent. En 
effet, la fonction f (z) étant ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de z, soit A,z” son premier 
terme, et posons | 


F2) 
A, 2" 





==] "€" 


on sait que le module de & peut devenir aussi petit que 
l’on voudra, si le module de z est suffisamment grand. 


Soient M, p, a, n les modules de f{z), z, As, €; l’équa- 

< ’ , M . 

uon précédente nous montre que — est compris entre 
ap" 


1— % et1+n, d'où il suit que, quand p tend vers l'in- 


fini, on a 
M 


dPn 


him 





— I. 


A1. Taéorëue IL — Une fonction entière f (z) de z 
est continue. 


En général une variable f (z) qui dépend d’une autre 


nn 
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variable z est dite continue, si le module de la différence | 
f(z+h)—/f(:) 


peut devenir plus petit qu’une quantité quelconque don- 
née, quand on attribue au module de À une valeur suf- 
fisamment petite. 

Cela posé, f(z) désignant une fonction entière, or- 
donnons le polynôme f(z + h)—f(z3) suivant les puis- 
sances croissantes de k; ce polynôme s'annulera pour 
h = 0, et si l’on désigne par A»_,h* le premier de ses 
termes, on aura, par le corollaire [ du n° 40, 


fiz+h)—f(z)—= A, hr +e) 


€ étant une quantité dont le module peut devenir aussi 
petit que l’on voudra. Si donc on attribue à L des valeurs 
dont les modules décroissent indéfiniment, le module de 
la différence 

f(z+k)—f(:2) 
prendra des valeurs qui décroîtront aussi indéfiniment, 
et en conséquence f (2) est une fonction continue. 


CorozzaRe |. — La variable z et la fonction en- 
tière f (z) étant supposees réelles, si l'on attribue à z 
deux valeurs zo, z,, et que les valeurs correspondantes 
f(zo); f(z1) de f(z) soient de signes contraires, la 
fonction f (z) s'annulera nécessairement pour une ou 
plusieurs valeurs de z comprises entre 2, et z1. 


En effet, s’il en était autrement, les valeurs que prend 
f(z) quand z varie de z9 à z, seraient comprises, les 
négatives entre deux limites — À et — B, les positives 
entre deux autres limites + A'et + B'; par conséquent, 
z variant d’une manière continue, il faudrait que f(z) 
passât brusquement d’une valeur comprise dans le pre- 
mier intervalle à une valeur comprise dans le second, ce 


96 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
qui est incompatible avec la propriété que possède f (z) 
d’être continue. 

Corozzaire Il. — Quelles que soient la variable 


z — p (cosw + isino) 


et la fonction entière 

PTE PQ, 
si le module ou l'argument de z reste constant, ou si 
ces deux quantités varient simultanément d’une ma- 
nière continue, suivant une loi déterminée, aucune des 
deux quantités P et Q ne pourra changer de signe sans 
s'annuler. 

La démonstration est exactement la même que celle 
du précédent corollaire. Supposons, en effet, que l’argu- 
ment w varie de w6 à w,, et que p soit constant ou qu'il 
dépende de w, d’après une loi quelconque, de façon à 
varier d’une manière continue quand w varie lui-même 
d’une manière continue. Si P ou Q a des valeurs de signes 
contraires pour & — 64 et & — w, et que cette fonction 
ne s’annule pas, ses valeurs négatives seront comprises 
dans un certain intervalle, et la même chose aura lieu à 
l'égard de ses valeurs positives. La fonction passerait 
donc brusquement d’une valeur comprise dans le pre- 
mier de ces intervalles à une valeur comprise dans le se- 
cond, ce qui est inadmissible. 


Développement de la fonction entière f(z + h) 
suivant les puissances de h. 


42. Soit 
f\z) mr A92” ie Asa 0 frs fe, or An: z + À ms 
on aura, en remplaçant z par z + , 


(a+ h) = A0(2+ A)" + Ai (+R) A (24h) A. 
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Si l’on développe les diverses puissances de z + } qui 
figurent dans cette formule et qu’on ordonne suivant les 
puissances croissantes de k, il est évident que le premier 
terme sera f (z), et que le coefficient de h* sera 


Nous représenterons par 
à à 4 A et 1 NO NE Sr AL 
les coefficients respectifs de 


h 2° h® hm 
29 RES EE LT Je Aste TS nr 10 FR Di CDN 
I | er DES Lao DORE 


dans le développement de f(z + h), en sorte que l’on 


aura 

À h°? VAL 
A NA EEE Er (21) 
et 


Dole A TE CRT MALE RER ERA 
f'(z)=m(m—i1)A;z" +... Lulu —rA, +... +21», 


Chacune des fonctions 
fs}; FENETRE NAT ST), 


à parür de la deuxième, se forme d’après la même loi au 
moyen de la fonction précédente, savoir, en multipliant 
chaque terme de celle-ci par l’exposant de z qui y figure, 
et en diminuant ensuite cet exposant d’une unité. 
La fonction f’(z) est dite la dérivée du premier 
S.— Alg, sup., I. 7 
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ordre, ou la première dérivée, ou simplement la dérivée 
de f(z). Parcillement f/{z), qui est la dérivée de f”(z), 
est dite la dérivée du deuxième ordre, ou la deuxième 
dérivée de f(z), etainsi de suite jusqu’à f”*(z), qui sera 
la dérivée du me ordre ou la mi*"* dérivée de f(z). Une 
fonction entière du degré m a ainsi m dérivées successives 
dont les degrés sont respectivement m—1,m—2,..., 
1, 0, en sorte que la m°"° dérivée est égale à une simple 
constante. 

D'après ce qui précède, lorsque la variable z reçoit l’ac- 
croissement », la fonction f(z) prend un accroissement 
qui peut être mis sous la forme 


(1) Jiz+h)—f{z)=hf{z)+ ke, 


en posant, pour abréger, 





f} 48 JA NES ; RESTES 
(2) FASO HS 2 RE Do Lo PA G}: 
On a donc 
PT EN ATARI 
(3) AE ne Prat — f{z)+ 0, 


et,comme € tend vers zéro en même temps que 2, on voit 
que la dérivée d’une fonction entière f (z) est la limite 
vers laquelle tend le rapport 


f(z+h)—/f(z) 
h 





) 


lorsqu'on fait tendre 2 vers zéro. 

En outre, quelle que soit la valeur attribuée à z, on 
peut assigner une quantité positiver {n° 40, corollaire IT) 
telle que, pour toutes les valeurs de À dont le module est 
inférieur à 7, le module de la fonction € soit inférieur 
à une quanuté positive donnée n aussi petite que l’on 
voudra. 
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Principe fondamental de la théorie des équations. 


43. Lemme. — Soit 
48 (z) Es A2” 4e AA ee MEET de Apr & “+ À» 


une fonction entière d'une variable z, d’un degré quel- 
conque m, et dans laquelle les coefficients À, À,,..., A» 
sont des quantités données réelles ou imaginaires. Si le 
module de f (z) ne se réduit pas à zéro quand on attri- 
bue à z la valeur déterminée 29, réelle ou imaginaire, 
on pourra trouver une quantité h, réelle ou imaginaire, 
telle que le module de f (z5+ h) soit inférieur au mo- 


dule de f (2). 


En effet, L désignant une nouvelle variable, rempla- 
cons z par Zo—+ k, et faisons, pour abréger l'écriture, 
ir 2) 
Zi ah Li = Po) ? 
1.2...f 
il viendra 


F(z+h)=Z+Zh +... ++... HZ, hr, 


Par hypothèse, le module de Z, n’est pas nul; quelques- 
uns des coefficients Z,, Z:,... des puissances de À peu- 
vent être nuls, mais 1l n’en peut jamais être ainsi du der- 
nier de ces coefficients, c’est-à-dire de Z,,, dont la valeur 
est évidemment égale au coefficient À, de z”* dans f(z): 
je représenterai généralement par 2, le premier des coeffi- 
cients Z3, Zo,..., Zn dont le module est différent de 
zéro. D’après cela, la formule précédente, divisée par 
f(20) ou Zs, deviendra 
(+2) Zm 


Ly Fi 
D + RE ti, LT Am. 
J (2) Z ZL Z 





Désignons maintenant par p et w le module de l’argu- 


7: 
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ment de la variable 2, par C, et «,, quel que soit pr, le 


LR 4 Zu 
module et l'argument de la quantité FR on aura 
0 


re Z | 
h = p{cosw + {sine ), — = C,. {cos «, + à sin «,), 


Zo 
et la précédente formule deviendra 


fR+) 
J (2) 


—1+C,p"[cos(20 + &,) +isin (ro +a,)]+..…. 

+C, p[cos(mo<+a,)+isin(mo+ar )]. 
Cela posé, déterminons l’argument w par la condition 
TO nr =, 


d’où 
COS (rw +an)——1, sin(rwo+a,)—0; 

la formule générale qui précède deviendra 

Je (Zo + h) 

f(2) 

+ Cr pt [ cos (a+ 1 © +- PR ee i sin (re + I © + PER ne ee 
+ Cp" [cos (mo+e,)+isn(mo + a» )]. 
Soient R et R, les modules de f(z,+ h) et de f(z), 


le module du premier membre de notre égalité sera RS 
0 


quant au module du second membre, on sait qu'il est 


—=(1— Gp") 


inférieur ou au plus égal à la somme des modules deses 
P 8 


termes. D'ailleurs (1—C,p") sera égal à son module si 


’6n d Burtatan NS d 
l’on onne à p une valeur inférieure à ——; on aura donc, 


IT, 


V Cr 





dans cette hypothèse, 


= ou (1 — Cup") +CnpTi+.. + Co, 
0 


ou 





f C 
ou 1 — Cup’ ge 2e pr Sen) 


0 
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La quantité entre crochets à pour limite l'unité 
quand on fait tendre p vers zéro, et nous savons que cette 
quantité reste positive pour toutes les valeurs de p com- 
prises entre zéro et une certaine limite r que l’on peut 
assigner, Donc, pour toutes les valeurs de p supérieures à 
zéro et inférieures à la plus petite des deux quantités TA 
et 7, on aura à 


KL RL OURS" R,, 
ce qui démontre la proposition énoncée. 

De ce lemme résulte immédiatement la démonstration 
du principe fondamental de la théorie des équations, le- 
quel consiste dans le théorème suivant: 


44. Tuéorème 1. — Si f(z) désigne une fonction 
entière de z, d'un degré quelconque m, et dans la- 
quelleles coefficients soient des quantités données, réelles 
ou imaginaires, l'équation f (z) = 0 a une racine réelle 
ou imaginaire. 

En effet, si l’on donne à la variable z toute la série des 
valeurs réelles ou imaginaires, il est évident que le mo- 
dule de f(z), qui est essentiellement positif, ne pourra 
pas s’abaisser au-dessous d’un certain minimum. Ce mi- 
nimum ne peutrépondre à une valeur infinie du module 
de z, car nous savons que le module de f(z) devient 
infini en même temps que celui de z. On voit alors que le 
minimum du module de f(z) ne peut être que zéro; car, 
s’il avaitune valeur R, différente de zéro et répondant à 
la valeur z, de z, on pourrait trouver, d’après le lemme 
qui précède, une quantité 2 qui donnerait 


mod f(z+4)<CR, 


ce qui implique contradiction. 


? 3 L 
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Il existe donc une valeur finie de z telle, que l’on ait 
mod f(z) = 0; cette valeur est dite une racine de l’équa- 
on f (z) 2 

Remarque. — S1 l’on remplace la variable z par 


x +iy, x et y désignant des variables réelles, la fonc- 
üuon AE) pourra se mettre sous la forme 


Ja =f(e+ ir)= see r)rit(esr), 


o(x, y)etd(x, y) désignant des fonctions réelles de x, y 
et de quantités réelles connues. 
Le module de f(z) sera la racine carrée de la somme 


[peter )P+fé(x, r)P, 


et 1l ne pourra s’annuler que si chacune des fonctions ® 
et Ÿ s’annule. Il s’ensuitque, si & +16 est une racine de 
l'équation f(z)=— 0, les deux équations 








o(my)=0, ÿ(r7)=0 


HDi le système de solutions communes x = &, 
y = 6. Si l’on suppose que x ety représentent des coor- 
ÉTR rectangulaires, les équations précédentes seront 
celles de deux courbes ; x et 6 seront les coordonnées d’un 
point commun à ces courbes. On voit que la recherche 
des racines de l'équation f(z)—o équivaut à la re- 
cherche des points d’intersection réels des deux courbes 
dont nous venons de parler, et ces points d’intersection 
sont alors désignés sous le nom de points racines. 


45. Du théorème fondamental que nous venons d’éta- 
blir résulte la proposition suivante : 

Taéorème Il. — Une fonction entière de z du degré m 
est égale au produit de m facteurs linéaires multiplié 
par le coefficient de la plus haute puissance de z dans 
la fonction. 
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Soit la fonction 
f(z)—= 1027" +A,2 I +... +Am_13 +A», 


et désignons par &@,, @:,..., 4m, M quantités réelles ou 
imaginaires quelconques. Divisons f(z) par z—a, 
et représentons par f,(z) le quotient, par R, le reste 
de cette division; divisons de même f;,(z) par z — &», 
et nommons f:(z) le quotient, R; le reste de cette 
deuxième division; continuons de la même manière 
jusqu’à ce que nous ayons employé le diviseur z — ay 
qui fournira le quotient Îm(z) et le reste R,.. Il est évi- 
dent que les polynômes f(z), fi(z), f2(z),... sont 
des degrés respectifs m7, m—1, m—2,...,etque, dans 
chacun d’eux, le coefficient du premier terme est A5, 
d’où 1l suit que f,»(z), qui est du degré zéro, se réduira 


x 


à A5. On aura, d’après cela, 


S1 l’on ajoute toutes ces égalités, après les avoir mul- 
tiphiées respectivement par les m facteurs 


1, (2—a), (z—a)(z—a),..., (z—a).. (z— an), 
et que l’on remplace f,,(z) par sa valeur A, il viendra 


f(z)—=Ao(z— a)(z—a)...(z— a, 
+R,,(z—a)...(2— a, ;)+... 
R;(z—a)(z—a,)+R;(2— a )+R;. 


Dans cette formule &,,a,..., an désignent des quan- 
lités quelconques égales ou inégales entre elles; mais 
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nous savons que l'équation f({z)=— 0 a une racine, et 
nous pouvons supposer que &, soit celle racine : On aura 
alors R, — 0, puisque R, est la valeur que prend f(z) 
pour z — &;. Pareillement l'équation f,(z)—=0o a une 
racine ; nous supposerons que @, soit cette racine et l’on 
AU R:— 0. En poursuivant ainsi et en supposant que 
As; An,..., Am SOient respectivement racines des équa- 
tons War) 0, fslz)=mo nes lo; tcmten 
R;:=0o, R;=0,... Rh—o, et la formule précédente 
deviendra 


f(z)=Ao(z—m)(z— @)...(z— a). 


On voit que la fonction f (zx) ne peut s’annuler que si l’on 
donne à z l’une des m valeurs a,, a,..., a» parmi les- 
quelles il peut s’en trouver plusieurs égales entre elles ; 
il s’ensuit que : 

Une équation algébrique du degré m ne ‘peut avoir - 
plus de m racines. 

Si, parmi les quantités &,, &,..., an 11 y en a u qui 
soient égales à a,, f(z) admettra le diviseur (z— a, }" 
et l’on dit alors que l’équation f(z) = 0 a u racines 
égales à ai. Au moyen de cette convention, on peut 


énoncer la proposition suivante : 


Une équation algébrique a autant de racines qu'il y 
a d’unites dans le nombre qui exprimé son degré. 


CorozramE Î. — Si a;,a,..., a» désignent les m 
racines de l'équation 


Aoz TP AE NE, : HAS MEME AS ip) 


. r A A, r r 
la somme des racines est égale à — —; et générale- 
0 


ment la somme des produits n à n des m racines est 
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: A SAUCE à 
égale à (—1}" ru en particulier le produit des m ra- 


m 
0 


cines est (—1 j" ue 
À, 

On obtient effectivement ces égalités en effectuant le 
produit Aç(z—a,)(z3—a:)...(z— a») qui doit repro- 
duire exactement le premier membre de l'équation pro- 
posée, eten écrivant que les coefficients des mêmes puis- 
sances de z sont égaux de part et d’autre. 

5 P 


Corozzarre II. — S: les coefficients du polynôme 
f(z) sont réels, et que, parmi les facteurs linéaires de ce 
polynôme,ily en ait n qui soient égaux à z— (p+iq), 
q étant différent de zéro, il y aura également n fac- 
teurs linéaires de f(z) égaux à z—(p—1igq); et en 
conséquence le polynôme f(z) contiendra le facteur 


réel [(z—p}?+ q°]". 


En effet, le polynôme f(z) étant décomposé en fac- 
teurs linéaires, on a 


f(z) —=Ao(z— a )(z—a)...(z—a,); 


si, dans cette identité, on change : en —: le premier 
membre ne changera pas, puisque ses coefficients sont 
réels ; on aura donc 


f(z) = Ao(z—a,)(z—a,)...(z2— a), 


a, désignant généralement ce que devient a, quand on 
remplace 1 par —:. Il résulte de là que, si, parmi les fac- 
teurs linéaires de f(z), il y en a un ou plusieurs qui 
soient égaux à z—(p+iq), il y aura précisément un 
même nombre de facteurs égaux à z— (p—1igq). 


CorozLaiRE II. — Si la fonction entière f(z) du 
degré m s'annule pour diverses valeurs de z en nombre 


Ê « LA 
106 COURS D ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


supérieur à m, les coefficients des diverses puissances 
de z dans f(z) sont identiquement nuls. 


En effet, le coefficient de la plus haute puissance de z 
est nul, puisque autrement la fonction f{z) ne pourrait 
s’annuler que pour mn valeurs de z. La fonction f(z) se 
réduit ainsi au degré m—1; le coefficient de z*7! doit 
être nul pour la même raison, et ainsi de suite. 


Limites des modules des racines. 


46. Il est facile d’assigner deux limites entre lesquelles 
soient compris les modules de toutes les racines réelles 
ou imaginaires d’une équation. Soit 


HERO 


une équation donnée dont le premier membre a pour va- 


leur 
f(z) na A2” GA AIT ER ee À m—12 nn An - 


S1 l’on pose 
3 — p(coSw +isinw), AÀ,—a,(cosa, + i sine, ), 


puis 





PH" cos (77 0 + &o) Es PUS +anp"cos(m—nw +4») He eDS os, 





“en , 2 [2 1 Re / ") 1 
Q—=a0p" sin (mo +&) Hi. Han p sin(m—20+x, )+ Fm SIN», 


le carré du module R de f(z) pourra être mis sous la 
forme 
R?— [Pcos(mo + «) + Q sin (mo + &) |? 
+ [Psin(me + xp) — Qcos(mo + &o) |?; 


19 


si donc on fait 


V=—=P cos(mo + &) + Qsin(m + &) 


ÉTÉ agp" +ap"1cos(o+ug—x)+ . +dmCOS (mo + a —4»); 
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on aura, pour toutes les valeurs de p et de w, 
Ve 
Désignons parale plus grand desmodules a;,as,...,a, 
et ajoutons à V la quantité 
D SAT 
api + pr? +, Nes 1) NET 
4 p path 2 I 
qui est identiquement nulle, il viendra 


re 
Ce opt E) Era pates Le mA 


N— PR + 
— ape 
+ |[a-+a cos (o+e— ) le + SES [aa cos(mo+as—am)] |. 


/ 


Pour toutes les valeurs de p qui satisfont à l'inégalité 


PRÉATINR ES 


«a 
« 
do 


le polynôme V sera supérieur à zéro, et il en sera de même 


do + 4 


ne a 
du module R. Donc la quantité 1 + — ou ——— est une 
«a «a 


0 
limite supérieure des modules des racines de l'équation 
proposée. Pour avoir une limite inférieure des mêmes 


I 
modules, il suffit de changer z en - dans l'équation pro- 
Z 


posée, et de chercher une limite supérieure des modules 
de l'équation transformée. Il est évident que si a’ désigne 
le plus grand des modules &ç, &,..., am_1, la quantité 


Zn 


+ sera une limiteinférieure des modules desracines. 
«a hi «a 


m 


Détermination du produit des facteurs lineaires com- 
muns à deux polynômes donnes. 


47. Soient 


U — ÀA,2” rt À,27—! HAT AE Lx nu À 
V=B,z" +B,z"-t+...+B, 2 + B, 
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deux fonctions entières de z, l’une du degré m, l’autre 
du degré », et dont les coefficients sont des quantités 
quelconques données. Chacune de ces fonctions peut 
être décomposée en facteurs linéaires, et parmi les fac- 
teurs de U il peut s’en trouver quelques-uns qui appar- 
tiennent aussi à V. Nous désignerons par D le produit 
de tous les facteurs linéaires égaux ou inégaux com- 
muns à U et à V, et ce produit D sera dit le plus grand 
commun diviseur des polynômes U et V. Dans cette 
recherche, les coefficients A, et B, des plus hautes puis- 
sances de z, dans U et dans V, ne jouent évidemment 
aucun rôle, et on peut les réduire à l’unité en divisant 
les coefficients de U par À, et ceux de V par B,. 
Supposons, pour fixer les idées, que m1 ne soit pas 
inférieur à 7. Si le polynôme V divise Ü exactement, 
il sera évidemment le plus grand commun diviseur de- 
mandé; mais supposons qu'il n’en soit pas ainsi; dési- 
gnons par Q le quotient et par R le reste de la division. 


On aura | 
CN O CARS 


si les coefficients A, et B, n’ont pas été réduits à l'unité, 
l'opération que nous venons d'exécuter a pu introduire 
des coefficients de forme fractionnaire, ce qui n’a aucun 
inconvénient au point de vue théorique; mais on pourra 
les éviter si l’on veut, dans les applications, en multi- 
pliant U par un facteur constant convenablement choisi, 
avant de commencer la division. Cela posé, tout poly- 
nôme qui divise V exactement divise aussi le produit VO, 
et, s’il divise en même temps l’un des polynômes UetR, 
il divisera aussi le second. Il résulte de là que les poly- 
nômes U et V admettent les mêmes diviseurs communs 
que les polynômes V et R; donc, en particulier, celui 
des diviseurs communs à Ü et V qui a le degré le plus 
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élevé coïncide avec celui des diviseurs communs à V et 
R qui a le plus fort degré; en d’autres termes, le poly- 
nôme D que nous cherchons est le plus grand commun 
diviseur des polynômes V et R. 

Nous diviserons donc V par R, et, si la division se 
fait exactement, R sera le plus grand commun diviseur 
demandé. S'il n’en est pas ainsi, désignons par R, le 
reste de la division de V par R; le raisonnement que 
nous avons fait plus haut nous prouve que le polynôme 
demandé D sera le plus grand commun diviseur des 
polynômes R et R,. On peut continuer de la même 
manière Jusqu'à ce que l’on arrive à un reste R, quisoit 
indépendant de z, et cela ne peut manquer d’arriver 
puisque les degrés des restes successifs R, R,,...,R,_;, 
R, forment une suite décroissante. Si ce reste constant 
R, est zéro, le polynôme demandé D sera égal à R,_,; 
mais si le reste constant R, n’est pas nul, les polynômes 
proposés UÜ et V n'auront pas de diviseur commun, et 
l’on dit alors qu'ils sont premiers entre eux, ou que 4 
leur plus grand commun diviseur est l’unité. ” 

De là résulte cette importante proposition : 


Taéorëme |. — Si deux équations U— 0, V — 0 ont 
u racines communes égales ou inégales, on pourra for- 
mer par de simples divisions algébriques une équation 
D — o de degré p qui admettra ces p racines. 


48. On peut ürer de ce qui précède une autre propo- 
sition qu'il convient de remarquer, savoir : 


Taéorëme Il. — Si U et V sont deux fonctions en- 
tières de z, sans diviseur commun, on pourra trouver 
deux autres fonctions entières de z, X et Y, telles que 
l’on ait 

ÙUX — VY = r, 


110 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


En effet, si l’on exécute l’opération nécessaire pour 
trouver le plus grand commun diviseur de U etde V,on 


arrivera à un reste R indépendant de x et différent de 


{ 


zéro. On aura alors une suite d’égalités, telles que 


U = VQ +R, 
VER O0; St, 
R—R;,Q: + R:, 


R,-3 — R,_ Qu2 + Ris, 
R,_> Er R,: Q: + R,. 


La dernière de ces égalités peut s’écrire 
(2) R,_> 1e 4 R,_: QE = R, ; 


irons de l’avant-dernière des égalités (1) la valeur dé 
R,_, pour la substituer dans l’égalité (2), 1l viendra 
p—1 P O ) 


(3) Qs-: Rs *é (1 # Q:> Qu) R,-> REC R, ; 


considérons pareillement l'égalité qui précède les deux 
dernières dans le système (1), tirons-en la valeur de 
R,_, pour la substituer dans l'égalité (3), et continuons 
la même série d'opérations : 1l est évident qu’on formera 
de cette manière une suite d’égalités dans lesquelles le 
second membre sera alternativement + R, et — 1554 et 
dont le premier membre sera la différence de deux fonc- 
tions consécutives prises dans la suite 


Roc RU paveerivst ER 


multiplhiées l’une et l’autre par une fonction entière com- 
posée avec les quotients Q, Q,,Q:, .... La dernière de 
ces égalités sera de la forme 


MU:=NV = ER,, 
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et, en désignant par X et Y les quotients de M et N par 
la constante € R,, on aura 


UX = NY = 1 


Des fonctions entières dans lesquelles plusieurs facteurs 
linéaires sont égaux. 


49. Taéorème I. — Le plus grand commun diviseur: 
entre une fonction entière f(z) et sa dérivée f'(z) est 
égal au produit des facteurs linéaires multiples qui fi- 
gurent dans f (zx), élevés chacun à une puissance moindre 
qu'une unile. 


La fonction f (z) étant décomposée en facteurs li- 
néaires, SOIt 
f(z)=(3—-a&)(2—a)...(z— a, ), 


on sait que la dérivée f”(z) est le coefficient de la pre- 
mière puissance de À dans le développement de la fonc- 
tion 


f(z+h)={(z- a+) (z— a +h)...(2— a, +2), 
J (3) 
f(z) 


puissance de k, dans le développement de 


(244) k LC f 
AE a ARE dre Pt 
f(x) Z— 4; Z— da) Z— dy 


et l’on aura par suite 


2 OR RE LA ANA EL 


f{2) Zz— 4; Z — Z— Ay 





le quotient sera donc le coefficient de la première 








Si, parmi les racines &,, &», ..., 4m, il y en a m, égales 
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à a, m2 égales à a, ..., m, égales à a», 1l viendra 














! 
A) m M Mn 
La) RE TAN Le PRO E  - 
f(z) Z— 4; Z — 3 — dy 
les nombres m,, mo, ..., m, dont la somme est m étant 


égaux ou supérieurs à l'unité. Le second membre de cette 
égalité se réduit à une fraction dont le dénominateur est 
p(z)—(z—a)(z—a,)...(2— a,), 
et dont le numérateur 
ÿ(z)=m(z—a)...(z—a,) + m(z—a)..(z—a,)+.…. 
+ ma(z— &)...(3— 4,1) 


n'est pas divisible par l’un des facteurs de o (z), puisque 
toutes les parties de Ÿ(z) contiennent ce facteur à l’ex- 
ception d'une seule. L'égalité précédente donne 

f(z) 


A TE TR 


et, d’après ce que nous venons de dire, elle montre que 


f(z) 
p(z) 





A (z — a Ta (z —— dE ne .(z es axe 


est le plus grand commun diviseur des deux polynômes 
f(z) et f'(z). Le degré de ce plus grand commun divi- 


seur eSt 713 + Mo +... + Mn — 171 OU M—Nn. 


90. Taéorkme Il. — Si une fonction entière f (z) a 
des facteurs linéaires multiples, on peut obtenir, par 
de simples divisions algébriques, le produit des facteurs 
linéaires qui figurent dans f(z) avec un méme expo- 
sant. 


D'après ce qui précède, si f(z) et sa dérivée f’(z) 


n’ont pas de diviseur commun, le polynôme f(z) n’aura 
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que des facteurs linéaires simples. Mais, si f(z) et f/(z) 
ont un plus grand commun diviseur f, (z), le polynôme 
f(z) aura au moins des facteurs doubles, et, dans tous 
les cas, f,(z) sera le produit des facteurs linéaires de 
f(z) élevés chacun à une puissance moindre d’une unité. 
On peut raisonner sur f,(z) comme nous venons de le 
faire à l'égard de f(z); supposons généralement qu’on 
trouve un plus grand commun diviseur f; (z) à f, (z) et 
à sa dérivée, qu'on en trouve aussi un f,(z) à f2(z)et 
à sa dérivée, etc., que l’on en trouve un enfin f»_1 (3) à 
În_> (z) et à sa dérivée, et que ce dernier plus grand 
commun diviseur soit premier avec sa dérivée. On con- 
clura de là que le polynôme f(z) a des facteurs linéaires 
multiples de l’ordre 2, mais qu'il n’en a aucun d’un 
ordre supérieur à 2. En outre, si l’on désigne générale- 
ment par Z, le produit des facteurs linéaires de f(z) 
d'ordre g, pris chacun une fois seulement, il est évident 
que l’on aura 


Ja(z) + ZE “ae Ç Lis 

HABITENT ES ELLE, 

NA LAURE TEN T OYAT ITA 
Si l’on fait 


Je (2) 4€ RES 
Te) — Q,; et Îr1(2) —= Q;, 


on aura, en divisant chacune des égalités que nous ve- 


nons d'obtenir par celle qui la précède et en conservant 
S.— Alg. sup., I. 8 
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la première d’entre elles, 
Q» = Zn 


BEN — Zn Le, 
Qi en Dh LE ZLn—29 


Q_— 22»: Za 
Q; =— Lin YA s'e Lo ZLy. 


Enfin, en divisant encore chacune de ces équations par 
celle qui la précède, il vient 








627 @ Q 
Zn =0Qf; Aloe Ge Ph DS: Z: + 0: VA Q.” 
d’où 1l suit que les polynômes Z,, Z:,..., Z,s’obtiendront 


par de simples divisions. 
D'après l'hypothèse que nous avons faite, 1l y a cer- 
tainement des facteurs linéaires de l’ordre 7 dans f(z); 
mais ceux des ordres inférieurs peuvent faire défaut, 
et, dans ce cas, les valeurs de Z,_,, ou de Ln-, ou etc., 


doivent se réduire à des constantes. 


CorozLaire.— La resolution d’une équation qui a des 
r'acines égales se ramène à celle d’une ou de plusieurs 
équations qui ont que des r'acines simples. 


Propriéte des dérivées des fonctions entièr'es. 


91. Considérons d’abord une fonction entière f(z), 
dans laquelle les coefficients soient des quantités réelles, 
et supposons que la variable z reste réelle. Si l’on donne 
à cette variable une valeur particulière z, pour laquelle 
la dérivée f'(z) ne soit pas nulle, et que l’on pose 

f(Zo+h) — (2) 


ne 
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on pourra (n° 40) assigner une quantité positive r telle, 
que pour toutes les valeurs de 2 comprises entre —r et 
+ r le premier membre de la formule précédente ait 
le signe de f"(z,). Il s'ensuit que, si f”(z0) est une quan- 
tité positive, la fonction f(z) croîtra constamment quand 
on fera croître z depuis z,—7r jusqu’à z5+r. Au con- 
traire, si f'(z) est négative, f(z) décroîtra quand z 
croîtra de z5— 7 à z9-+r. De là résulte la proposition 
suivante : 


Taéorëme [. — La fonction entière f(z) supposée 
réelle croit avec la variable réelle z, tant que la dé- 
rivée f'(z) reste positive, et elle décroït quand on fait 
croître z, tant que la dérivée f'(z) est négative. 


Il faut remarquer que, z croissant de — à +, la 
dérivé f'(z) peut s’annuler une ou plusieurs fois, mais 
cette circonstance ne peut être l’occasion d’une difficulté. 
Supposons, par exemple, que f’(z)s’annule pour z —z;, 
et prenons une quantité g assez petite pour que z, soit la 
seule racine de f’(z)—o comprise entre z5—g et 
Zo—+ g; désignons en même temps par k une quantité 
positive inférieure à g et aussi petite d’ailleurs que l’on 
voudra. Le théorème précédent s’appliquera sans diffi- 
culté, quel que soit 2, aux valeurs de z comprises entre 
Zo— g et z—houentrez,+h et z5+g; or ces deux 
intervalles se succèdent à la limite quand on fait = 0. À 
l’énoncé qui précède, on peut, si l’on veut, substituer le 
suivant: , 


La fonction entière f (z) supposée réelle croit avec la 
variable réelle z, tant que la dérivée f'(z) n'est pas né- 
gative, et elle décrott quand on fait croître z, tant que 
la dérivée f'(z) n'est pas positive. 


52. Nous allons établir actuellement un théorème ana- 
8. 
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logue au précédent et qui se rapporte au cas général où les 
coefficients de la fonction f{z) sont des quantités quel- 
conques réelles ou imaginaires, et où la variable reçoit 
aussi des valeurs quelconques. 


Posons 
2 — p (COSw + isinw), 


et soit 
HE APE FA Zn I HE, SAT 


ou 
f(z) = Ap"(cosmow + isinmo)+...+A,. 


La dérivée f’(z) a pour valeur 
f'(z)=mAsz"t+ (m—ir)Aizt +... 
d’où l’on conclut 
zf'(z)—=mAsz"+ (m—1)A;z" +... 


d’un autre côté, f(z) est fonction entière de la va- 
riable réelle p, et si, en se plaçant à ce point de vue, on 
nomme /f,(z) la dérivée de f(z), on aura 


pfhilz) = mAp" {cos mo +isnme)+.... 


La comparaison des deux formules précédentes donne 


sf(s)=pñ(s) d'où fs) = A (2). 
D’après cela, la formule 
J(E+A) (2) = hf (s) + he 
du n° 42 deviendra 
(1) f(a+ 8) le) = (2) + 26 
e désignant toujours une quantité qui s’annule en même 
temps que . 


Cela posé, supposons que l’accroissement Z donné à z 
ne change pas le module de cette variable et qu'il ait seu- 
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lement pour effet d'accroître l’argument w de la quan- 
tité d, on aura 


z+ h = p[cos(w +d)+isin(w+0)] 


— p (cosw + ésinw) (cos d +isind), 


d’où l’on tire facilement 
h : à Te, 
cé sind ( — tang 5) ; 
la formule (1) devient alors 


J{z2+h)—f(z)= ep sind (ing 25) | 1(2) + 2] 
p 


ou 
(2) Ffiz+h)—f(z) —=psindfifi(z) +a], 


en posant 





I 6 I Z 
a ne ei lat Nr = tang — 0.) 
0 à fi ) 0 5 le 


h D I A 4 
Le module de — est 2 sin — d; donc, la valeur de z étant 
Z 2 


donnée, on pourra prendre d assez petit en valeur absolue 
pour que le module de 2 soit moindre qu’une quantité 
donnée quelconque. Dès lors la même chose aura lieu à 
l'égard de €, et aussi à l’égard des modules des deux par- 
ties qui composent la valeur de r; donc enfin, si la valeur 
absolue de d'est suffisamment petite ,le module de x sera 
inférieur à une quantité quelconque donnée r. Posons 


J(z)=P +iQ, 

f(z2+h)—(P+AP) +i(Q+AQ), 
fi(z) = P'+iQ), 
n—ax —+é6, 


l'équation (2) deviendra 


AP + éAQ —p sind { — Q'+ iP') + psind (« +6), 
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et elle se décomposera dans les deux suivantes : 
AP —(— Q'+a)psinë, 
AQ=—(+P'+6)psind. 


Puisque le module de « + 61 est inférieur à 7 tant que la 
valeur absolue de d reste au-dessous d’une certaine imite 

æ et 6 seront compris entre —r et +7. D'ailleurs r est 
aussi petit que l’on veut; donc si Pet Q ne se ré- 
duisent pas à zéro, les quantités AP et AQ seront res- 
pectivement de même signe que —Q' sin d et + P’ sind. 
De là résulte le théorème suivant: 


Taéorëme Il. — Soit f(z) une fonction entière de 
la variable imaginaire 3 = p (cos w+isinw); posons 
f(z)=P+iQ, Pet Q étant des fonctions réelles et 
entières de p qui dépendent aussi de l'argument w, et 
désignons par P', Q les dérivées des polynômes P etQ 
prises par rapport au module p. Si l’on attribue à ce 
module p une valeur déterminée et que l’on fasse crottre 
l'argument w de o à 27, la fonction Q croitra tant que 
P’ sera positive et elle décroitra tant que VP'sera néga- 
tive. Au contraire, la fonction P décroitra tant que Q 
sera positive et elle croitra tant que Q' sera négative. 


Théorème de Cauchy. 


53. La variable imaginaire 
(x) 2 Cie UN 


peut être figurée géométriquement (n° 4#) par un point 
mobile M ayant pour abscisse x, et pour ordonnée y, re- 
lativement à deux axes rectangulaires fixes OxetOy. Si 
p etw désignent les coordonnées polaires du même point, 


on aura 
Tr pCoso, Ÿ— psin 


SECTION I. — CHAPITRE TII. 119 
et, par suite 
(2) 2 — p (cos w +—isinw), 


en sorte que p est le module et w l’argument de la va- 
riable imaginaire z. 

En outre, si f(z) désigne une fonction entière de z 
d’un degré quelconque m2 dans laquelle les coefficients 
soient des quantités réelles ou imaginaires données, on 
aura, en remplaçant z par la valeur (1), 


fx) =P+ iQ 


P et Q étant des fonctions réelles et entières des coor- 
données x et y; d’où il résulte, comme nous l'avons 
déjà dit, que la recherche des racines de l’équation 


AV) = 0 


équivaut à celle des points pour lesquels on a simul- 


tanément 
PAS 0 "QE 0, 


et auxquels nous appliquons, pour abréger, la dénomi- 
nation de racines. 

Enfin, si le polynôme f(z) est divisible par la ni°e 
puissance de z— x, sans l’être par une puissance supé- 
rieure du même binôme, nous sommes convenu (n° 45) 
de dire que l'équation f(z)—o a n racines égales à 35; 
on a, dans ce cas, 


Mir} 0, MHz) =0, CNE DÉC, 
mais la dérivée du ni" ordre, f2{(z), ne s’annule pas 


pour ER Te 


94. Ces notions rappelées, nous nous proposons d’éta- 
blir ici une proposition importante due à Cauchy et qui 
consütue l’un des plus beaux théorèmes de l’Algèbre. 
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La démonstration que nous allons présenter sera fondée 
sur le lemme suivant : 


MME. — Soient z—x-—+-1iy uné variable imagi- 
LE S ‘À +1) bI 
naire et f(z)=—P+1Q une fonction entière de z, d’un 
ore quelconque m e etant des quantites réelles. 
degré quelcong P et Q étant des quantit Îles 
ART : hd mhsé à . r on 
Supposons que l'équation f(z)—=0o ait n racines égales 
4 XoiYo, 2 pouvant étre égal à 1,et considérons le 
point G dont les coordonnées sont xs et Yo, relative- 
ment à deux axes rectangulaires Ox, Oy. Decrivons 
une circonference du point G comme centre, avec un 
rayon p suffisamment petit, et désignons par w l'angle 
formé, avec la direction Ox, par la direction du 
rayon GM, de manière que cet angle soit nul quand GM 
a la direction deOxet qu'il croisse quand le rayon GM 
se meut toujours dans le méme sens, en s’'élevant de O x 
vers Oy. Cela posé, si le point mobile M, partant 
d'une position quelconque, décrit la circonférence en- 
tière pour revenir à sa position première, c'est-à-dire 
st l'angle w augmente de 27, le rapport pe ul, PDOUI 
si tans LUS 27, Pl Q qui, p 


chaque position du point M, a une valeur déterminée, 
s'annulera précisément autant de fois qu'il y a d'unités 
dans le nombre an, et, en s'annulant, ce rapport pas- 
sera toujours d’une valeur positive à une valeur neé- 
gative. 





4 
| 


| 
1 


me mm 


HA 


: : P é : e 
On pourrait ajouter que le rapport — devient infini 


un nombre de fois égal à 27, et qu'à chaque fois 1l 
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passe d’une valeur négative à une valeur positive; mais 
nous avons voulu réduire notre lemme à ce qu’il a 
d’essentiel pour l’objet auquel nous le destinons. Il 
donnera d’ailleurs le complément dont nous venons de 
parler, si on l’applique à la fonction 1f(z). Faisons 
encore une remarque importante : pour que le rapport 


ES 
— ait en chaque point de la circonférence une valeur 


Q 


déterminée, il suffit que le rayon p ne soit pas égal à 
la distance du point z, à l’un des autres points racines 
de l'équation f(z)—0; mais rien ne limite la petitesse 
de p, et ce rayon se trouvera assujetti, dans notre dé- 
monstration, à être moindre que la plus petite des dis- 
tances dont nous venons de parler. 
Posons 
Z2—=20—+ 4; 
comme on a, par hypothèse, 


D OA A NEO Rate Mie) E 0, 


et que f”{z0) n’est pas nulle, la valeur de f(z) or- 
donnée suivant les puissances de À sera 


f"(2) 
ue 


S1 l’on désigne par p et w le module et l’argument 
de la variable 2, on aura 


hk— p (cosw + iso); 


représentons en outre par C, et &, le module et l’argu- 


. (23 ue s 
ment de la quantité F'(&), de manière que l’on ait, 
1.2...f 
pour toutes les valeurs 7, n+1,..., m de p, 


p- 
MR et 
PNR pl 
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l'expression de f(z) deviendra 


TA | . Ca p'[cos (rw + an) + isn(zo + an)] +... 


(2) 





+ C,p"[cos(mo+a,) + sin (mo + a»)], 
et l’on aura, en conséquence 


P = C,p"cos (ro + as) +... +Cnp"cos(mo+am), 


(3) 





Q = Cp” sin (ro + as) +... +C,p"sin(mo + ); 


on aura aussi, en désignant par Q’ la dérivée du poly- 
nôme Q par rapport à la variable p, 


(4) Q'—=r2C,p" 'sin(ro+a,) +...+mC,p" tsin(mo+e,). 


Cela posé, quel que soit l’angle w, on peut faire 
1 : T 
(5) no +a=Kk + ne, 


en désignant par K unentier positif ou négatif et par 2€ 
T Tr 


4 4 


que le nombre K soit impair, et posons 


un angle compris entre —'et 


- Supposons d’abord 


K—=2# +1, 


les formules (3) et (4) deviendront alors 


(—1fP—— C,p"sinre+..., 
(6) (—1)fQ —-+ Cp" cos ne +..., 
(— 1 Q'= + 2C,0"—! cos ne +.... 
Soit maintenant 9 un angle positif déterminé, inférieur 
T 
4n 


(n° 40) assigner une quantité positive r'telle, que dans 


à — et aussi pelit d’ailleurs que l’on voudra; on pourra 


chacun des polynômes 


mn en p" sin 20 +Cy+: Due NCA Te des Got, 
inf FS p” cos 720 + Crete Et  à AUr07 
EnC,p"cosn0 +{r+i)Cisipt+t +... + mChp, 
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le module du premier terme soit supérieur au module de 
la somme de tous les termes suivants pour toutes les va- 
leurs de p comprises entre o et r. Nous donnerons àp une 
valeur déterminée au-dessous dela limite r, et cette valeur 
sera lerayon du cercle que nous avons à considérer. 


TT 


An 


cet angle tombe en dehors des limites — 0 et +0, la 
valeur absolue de sin 7e sera supérieure à sin 20, et, en 


3 x , . T . 
D'après cela, € étant compris entre — -— et+-—; si 
7è 


conséquence, le module du premier terme du second 
membre, dans la première des formules (6), surpassera 
le module de la somme des termes suivants; donc P ne 
peut s’annuler que si e est compris entre — 8 et + 0. 
Mais, pour les valeurs de € comprises entre —0 et -- 6, 
le premier terme du second membre, dans chacune des 
deux dernières formules (6), est supérieur au module de 
la somme des termes qui suivent; par conséquent (—1)fQ 
et(—1)*Q" sont positifs. Alors le polynôme (—1)*P dé- 
croît constamment (n° 52) quand € croît de —0 à +6; 
ce polynôme a d’ailleurs le signe + pour e = —6, etila 
le signe — pour e— +0; donc il s’annule une fois, et 
seulement une fois, quand e croît de —6 à +8. On voit 
aussi que (—1)# P passe en s’annulant d’une valeur posi- 
ve à une valeur négative; et, comme (—1}"Q reste po- 


sitif, on peut dire que le rapport G s’annule une fois en 


passant du positif au négatif, quand e croît de —8 à +6. 
S1 le nombre K est pair et que l’on ait 
RES 2X, 
la première des formules (6) devra être remplacée par la 
suivante : 
(—1)P=— + Ciplcosne +... 


FRE Re ST HAN N 
l’angle 8 défini plus haut est inférieur à -— ; il en est de 


n°? 
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même de la valeur absolue de e; d’où 1l résulte que 

cos ne est supérieur à sinz6, et, en conséquence, la 
« . T 

fonction P ne s'annule pas quand € varie de FRE 

T 

4 


Maintenant, si, en partant d’une valeur quelconque 





à + 


de w, on veut décrire la circonférence entière, de ma- 
nière à revenir au point de départ, il sera nécessaire 
et suffisant de donner à l’entier K 47 valeurs entières 
consécutives quelconques 0, 1, 2, 3,..., ({n—1) par 
exemple. À chacune des 27 valeurs impaires de K corres- 
pondra une valeur de e comprise entre —0 et -+ 6, pour 


laquelle le rapport . s’annulera en passant du positif 


au négatif, ce qui achève la démonstration de la propo- 
sition énoncée. Nous aurions pu abréger cette démon- 


. T » ’ ’ 
stration en prenant 0— -—; mais le procédé que nous 
n 


avons SUIVI à l'avantage de montrer que les valeurs de 


RES SM 
no + 2», pour lesquelles 6° annule, ont pour limites les 


multiples impairs de =» quand on fait décroître indéfi- 
2 


niment l’angle 0. 


99. Au moyen du lemme que nous venons d'établir 
et en faisant usage de considérations ingénieuses que 
nous empruntons à une Note de MM. Sturm et Liou- 
ville {*), on démontre très-facilement le théorème de 
Cauchy, qui consiste dans la proposition suivante : 


TuéorëmEe. — Soient z une variable imaginaire 
x +iy, f(z)=P+1Q une fonction entière de cette 


('). Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1T® série, t. 1, p. 278. 
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variable, P et Q étant des fonctions réelles et entières 
des variables x et y. Tracons dans le plan des axes 
rectangulaires Ox, Oy un contour fermé quelconque 
qui ne passe par aucun des points racines de l'équation 


z)— 0, auquel cas le rapport -— aura, en chaque 
f(z) = 0, aug PI q 


point du contour, une valeur déterminée. Si l’on suit 
le contour ABCD en partant d'un point quelconque À 
et en marchant toujours dans le méme sens ABCD jus- 
qu'à ce qu'on soit revenu au point de départ, le rapport 


P . Ô ; 
6 prendra diverses valeurs, et il passera par zéro 


chaque fois que P sera nul, tandis qu'il deviendra in- 
fini lorsque Q s'annulera. Cela posé, soit k le nombre 


, hs 1 . 
de fois que Le rapport Q° en s'évanouissant et en chan- 


geant de signe, passe du positif au négatif, K le 
nombre de fois que le méme rapport, en s'évanouis- 
sant et en changeant de signe, passe du négatif au 
positif; le nombre k ne sera jamais inférieur à K et 
l'excès k—kK = À sera toujours égal au double 2u du 
nombre u des racines égales ou inégales de l'équation 
f(z)=0, comprises dans la portion du plan limitée 


par le contour ABCD. 





Le contour fermé ABCD est quelconque, convexe ou 
non convexe; pour bien fixer le sens dans lequel ce 
contour doit être parcouru, imaginons un cercle d’un 
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rayon aussi petit que l’on voudra, qui touche le con- 
tour au point de départ À et qui soit entièrement situé 
dans l’espace limité par ce contour; en même temps sup- 
posons que l’on ait transporté les axes O x et Oy pa- 
rallèlement à eux-mêmes au centre du cercle. Si l’on 
parcourt la circonférence du cercle en marchant de l’axe 
des x vers l’axe des y, lorsqu'on atteindra le point À, 
la direction du mouvement sur le cercle sera aussi celle du 
mouvement que nous considérons sur le contour ABCD. 

Remarquonsencore que, d’après l'énoncé du théorème, 
on n’a point à considérer les changements de signe que 


; P : É , : 
peut offrir le rapport 0 quand il devientinfini; en outre, 


il peut arriver que ce rapport s’annule sans changer de 
signe, mais il n’y a pas lieu de se préoccuper de cette 
circonstance. Ajoutons que, pour abréger le discours, 
l’excès À sera dit l’excès relatif au contour donné ABCD. 

La démonstration que nous allons présenter se com- 
posera de quatre parues : 


1° Sc le théorème énoncé a lieu pour deux contours 


ABCA et ADBA qui ont une partie commune AB, il a 


3 D 








lieu aussi pour le contour total ADBCA formé par leur 
J'euUrLOn. 
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En effet, soient p le nombre des racines égales ou 
inégales comprises dans le contour total ADBCA, et A 
l'excès relatif à ce contour; soient aussig/et A’, w/ et A" 
les quantités analogues pour les contours respectifs ABCA 


et ADBA. On a, par hypothèse 
CEE VOIE HN 


mais la somme AÀ-+ A" se compose évidemment de 
l’excès À augmenté de la somme des deux excès qui ré- 
pondent l’un à la partie AB du contour partiel ABCA et 
l’autre à la partie BA du second contour ABDA; il est 
évident que ces derniers excès sont égaux et de signes 
contraires; donc on a 


—> N'a AT: 
d’ailleurs 
des u as sh 
donc 
NE Le. 


Il résulte de là que : 


Si le théorème énoncé a lieu pour un nombre quel- 
conque de contours juxtaposés, il a lieu aussi pour le 
contour formé par leur reunion. 

29 Le théorème énoncé a lieu lorsqu'il n'y a aucune 
racine de l'équation f(z)=—0, dans l’espace limité par 
le contour donné. En d’autres termes, si l’on a DCE 
OTMAIaUSssi ==. 0. 


En effet, il peut y avoir dans l’intérieur du contour 
donné comme sur le contour même des points pour les- 
quels on a soit P—o, soit Q —o; mais, par hypothèse, 
il n’en existe aucun pour lequel on ait à la fois P— 0 
Q — 0. Il résulte de là que l’on peut toujours décom- 
poser l’espace limité par le contour donné en plusieurs 
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parties telles, que chacune ne renferme dans son inté- 
rieur Où sur son contour aucun point pour lequel on ait 
P — 0, ou aucun point pour lequel on ait Q —o. En 
outre, d’après ce qui précède, le théorème de Cauchy 
subsistera pour le contour donné, s’il a lieu pour les di- 
vers contours partiels dont nous venons de parler; il 
suffit donc de considérer ces derniers. 

Si, dans l’intérieur d'un contour et sur ce contour, on 
n’a jamais P—o, il est évident que l’on a A— 0, puisque 


P à L ; 
le rapport — ne s’annule pas. Si, au contraire, la fonc- 


Q 


uon P s’annule, mais que l’on n'ait jamais Q = 0, la 
fonction Q conservera le même signe aux divers points 


P , 
du contour et le rapport G ne pourra changer de signe 


qu’en s’évanouissant. D'ailleurs, comme ce rapport re- 
prend sa valeur primitive quand on a parcouru le con- 
tour entier, il est évident que, s’il s’est annulé Æ fois en 
passant du positif au négatif, il s’est annulé pareille- 
ment k fois en passant du négatif au positif. On a donc 
encore À — 0. 


3° Le théorème énoncé a lieu lorsque l'équation 
f(z) = 0 n'a qu'une seule racine, d’un degré de multi- 
plicité quelconque n, dans l’espace limité par le con- 
tour donné. On a, en conséquence, À = 2n. 


| 





° æ 


Soient ABCD le contour donné et G le point racine 
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du degré 7 de multiphcité. Si du point G comme centre, 
avec un rayon suffisamment petit, on décrit la circon- 
férence MINK, puis que l’on joïgne respectivement les 
deux points Met N de cette circonférence à deux points 
Pet Q du contour donné, le théorème de Cauchy aura 
lieu, d’après ce qui précède et d’après le lemme du 
n°94, pour les trois contours juxtaposés KNODAPMK, 
MINKM et IMPBCOQNT ; donc il a lieu pour le contour 
proposé ABCD qui résulte de la réunion des trois pré- 
cédents. Les deux premiers des contours dont il vient 
d’être question ont la partie commune NKM, et leur 
réumon forme le contour NODAPMIN ; celui-ci a, avec 
le dernier des trois considérés, la partie commune PMINQ), 
et leur réunion forme le contour ABCD. 


4° Le théorème énoncé a lieu, quelque soit lenombre 
des points racines compris dans Le contour donne. 


En effet, on peut décomposer l’espace limité par le 
contour en plusieurs parties qui ne contiennent chacune 
qu'un seul point racine; le théorème aura lieu pour 
chacun des contours partiels que l’on obtiendra ainsi, 
et en conséquence 1l aura également lieu pour le con- 
tour proposé qui résulte de leur réunion. 

Le théorème de Cauchy est donc complétement dé- 
montré. | 


56. Il faut remarquer que la démonstration précé- 
dente ne suppose en aucune façon l'existence du prin- 
cipe d’après lequel toute équation à une racine, et 
j'ajoute que ce principe n’est qu'un corollaire du théo- 
rème de Cauchy, lequel peut être regardé dès lors 
comme le fondement de la théorie des équations. Voici, 
en effet, une démonstration nouvelle du principe du 
n° 44, qui est analogue à celle du lemme du n° 54. 

S., Alg. sup. — 1. 9 


D 
NS 
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Etant donnée l’équation f(z) == 0, traçons deux axes 
rectangulaires et décrivons de leur origine comme centre 
un cercle dont le rayon p soit aussi grand que l’on voudra. 
Soit 
(TPAOPAUZT == A 4 20 RASE RO EMA RSR ENS 


si l’on désigne par C, et «, le module et l’argument du 
coefficient À,, et que l’on pose 

z = p (cosw +isinw), 
on aura 


Fla)= Cop"[cos {mo + à) + isin(me + x)] +2. 


[  &] \7 
+ Cm picos (o + am) + ésin (© + a«m_)] 


} C { Q ( ci \ . 
— Lyp | COS G;yn 1 t SIN Œyn | : 


en faisant, comme précédemment, 
F2) — P +:iQ, 
il viendra 
P = Cp” cos (mo + ap) +... +Cm1pCoS(o + am1) Cr cosa», 
Q = Ge” sin{mo +a) +... +Cm-1psin(o + am) FCmSina,) 
et, en désignant par Q” la dérivée de Q par rapport à p, 
On aura ainsi 
(3) Q'—mCp"—tsin{mo + ap) + ...+Cy1snm(o +). 


Quelle que soit la valeur de w, on peut faire 


Te 
HE) mo + ap —K = +, 


K étant un entier et me étant un angle compris entre 


ep _ Si K est un nombre impair 24 +1, les 
formules (a) et (3) deviendront 
(—1 ii Ci psinmetnn., 
| 


(5) # 


JP 
}FQ re Ci PROSPER TS 
"Q 


I = + m Co) pTicosme + .... 
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Soit 8 un angle positif déterminé, inférieur à et 


T 
4m 
aussi petit d’ailleurs que l’on voudra; on pourra assigner 
une quantité positive r telle, que dans chacun des po- 


lynômes 
=” 6 Co de sin m 0 —- C, Mr —+- ve me Ge P AT Cr 
Cet CosmMO Co re, Get PE Gr, 
LE m Cp"! cosmô+(m—i) Cp 2+...+C,, 


le module du premier terme soit supérieur à la somme 
des termes suivants, pour toutes les valeurs de o supé- 
rieures à r'; nous supposerons que la valeur choisie pour 
p soit supérieure à cette limite. 

T : T . 
7e Gb HS si cet 
angle tombe en dehors des limites — 8 et + 9, la valeur 


Cela posé, e étant compris entre — 


absolue de sinme sera supérieure à sin m0, et, en consé- 
quence, le module du premier terme du second membre, 
dans la première formule (5), surpassera le module de 
la somme des termes suivants; donc P ne peut s’annuler 
que sie est compris entre — 8 et + 0. Mais, pour les 
valeurs de € comprises entre —0@ et + 9, le premier 
terme du second membre, dans chacune des deux der- 
nières formules (5), est supérieur au module de la 
somme des termes qui suivent; par conséquent (— 1)*Q 
et (—1)*Q" sont positifs. Alors le polynôme (—1)*P 
décroît constamment {n° 52) quand € croît de — 8 à -—0; 
ce polynôme a d’ailleurs le signe + pour e = —0,etila 
le signe — pour € — +0; donc il s’annule une fois, et 
une fois seulement, quand « croît de — 8 à -- 0. On voit 
aussi que (—1)*P passe en s’annulant du positif au né- 


® \ L . P 
gauf, et, comme (—1)*Q reste posiuf, le rapport & 


s’annule une fois en passant du positif au négatif. 


9° 
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Si K est un nombre pair 24, la première des for- 
mules (5) devra être remplacée par 


(— LP — + C, PÉCOS mm EH «100. 
on a évidemment cosme =>sinm0, et, en conséquence, 
à . TT 
la fonction P ne s’annule pas quand e varie de — un 
m 
CRETOT 
SU A TRS 
Am 


Maintenant, si l’on veut décrire la circonférence entière 
de rayon p, il sera nécessaire et suffisant de donner à 
l’enuier K, dans la formule (4), 4m valeurs consécutives 
quelconques, par exemple o, 1, 2, 3, ..., (4m—1). A 
chacune des 2m valeurs impaires de K répondra une 
valeur de € comprise entre —- 8 et + 8, pour laquelle le 


P FA Ho 
rapport à s’annulera en passant du positif au négatif. On 


LS 


a donc, pour le cercle considéré, À — 2m, et, commele 
rayon p peut être choisi aussi grand que l’on voudra, on 
voit que : 

Une équation du degré m a précisément m racines. 


Transformation des équations. 


97. Le problème général dont il s’agit ici consiste à 
déduire d’une équation donnée, 


(1 f{&) =, 


une nouvelle équation dont les racines aient avec celles 
de la première une relation donnée. Le cas le plus simple 
est celui où chaque racine u de l'équation demandée est 
exprimable par une fonction rationnelle donnée d’une 
racine z de la proposée, c’est-à-dire par une fonction 
égale au quotient de deux fonctions entières 6 {z), d(z). 
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On a alors 
g(z) 


y (2) 


S1 l’équation proposée est du degré #7, elle aura mm ra- 





(2) UE 


CINES Zo, Z4 +. Zm_1, Et il en résultera, pour u, m va- 
leurs correspondantes us, u, ..., uy_1, d'où l’on peut 
conclure que l'équation en & doit être, comme la pro- 
posée, du degré m. Nous reviendrons, dans la deuxième 
Section de cet ouvrage, sur l’importante question de la 
transformation des équations ; ici nous nous bornerons à 
examiner le cas particulier où les polynômeso{(z)etd{z) 
sont du premier degré; la formule (2) devient alors 
az + b 


(3) HE Le 


r RE? 
a 3 0 


a, b, a!, b' étant des constantes données. On uüre de la 


formule (3) 
n He, 


_et, en substituant cette valeur de z dans l'équation (1), 
on obtient l'équation demandée, savoir : 


(2) er 


a — au 


il ne reste plus qu’à chasser les dénominateurs, pour 
mettre cette équation sous la forme 


(5) Fiu) —o, 


Fu) désignant une fonction entière de u. 

Il faut remarquer que la transformation exprimée par 
la formule (3) peut être réalisée en exécutant suCCessI- 
vement plusieurs transformations plus simples qui se 
présentent très-fréquemment dans l’Algèbre. En effet, 
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si a’ n’est pas nul, la formule (3) peut être mise sous 
la forme 


et l’on voit qu’elle résulte de l’éimination de z/, z”, z" 


entre les quatre équations 


’ 


Lorsque a’ est nul, la formule (3) résulie de l’élimina- 
üon de z’ entre les deux 


î [#1 
Z sh Our 

b 
U—=3Z + F2 


Il résulte de là que les trois formules 


I 
US RZ, ALU ES NUIEMSET- À, 
z 


qui sont comprises dans la formule générale (3), expri- 
ment des transformations élémentaires dont la combinai- 
son produit le même effet que la transformation linéaire 


la plus générale. 


58. La transformation u = az a pour objet de former 
une équation dont les racines soient égales à celles de la 
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proposée multipliées par un nombre donné &; l'équation 
proposée étant f(z) — 0, la transformée sera 
[74 Z 
Ale oo PA LU 0, 
\ (ss 
en écrivant z au lieu de u. 

On peut toujours supposer que le coefficient de la 
plus haute puissance de z dans f(z) soit égal à 1; alors 
si, dans l'équation proposée, 
f{z]=0o ou z+ Az i4,,. LA, iz+AE—=0o, 


les coefficients A,, A, ..., À, sont des nombres com- 
mensurables ou des expressions algébriques de forme 
fractionnaire, la transformation précédente permettra de 
ramener ces coefficients à la forme entière, en disposant 
convenablement de l’indéterminée «. Effectivement, après 
avoir chassé les dénominateurs, la transformée devient 


PA Ga ERA eZ EN nt 2 Aa" 0, 


el il suffira, pour remplir l’objet demandé, de donner 
à æ une valeur telle, que les produits À, a“ ne ren- 
ferment plus de dénominateur. 

Il faut remarquer le cas de & = — 1; alors la transfor- 
mation a pour objet de changer les signes des racines de 
l'équation proposée. Pour avoir la transformée en — z 
de l'équation f(z)= 0, il suffit de changer les signes 
de tous les termes de degrés impairs ou, si l’on veut, 
les signes de tous les termes de degrés pairs. En faisant 
le premier changement, si l’équation est de degré pair, 
et le deuxième, si l'équation est de degré impair, le 
premier terme sera toujours le même dans la proposée 
et dans la transformée. 

99. La deuxième des transformations élémentaires 


Le 


2 PART r . I . 
dont il a été parlé plus haut, savoir u — -; a pour objet 


à , « 
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de former une équation dont les racines soient les in- 
verses des racines de la proposée. S1 celle-ci est 


(x) Ar Euuz ft, Foi r-a 25m eo, 


ï : 
la transformée s’obtiendra en remplaçant z par; ou, si 
(74 


I . ‘ . 
l’on veut, par —-: faisons ce changement, multiplions en- 
Z 


suite par z”*, et ordonnons par rapport aux puissances 
descendantes de z, 1l viendra 


(a) tr Te + À pi ZE > Pneus A, Z —|- A, = 0 


C’est ici l’occasion de présenter une remarque Impor- 
tante relativement aux racines qui peuvent devenir infi- 
nies. Supposons que les coefficients 


AU TA Q A MMA 


dépendent d’une quantité £ susceptible de recevoir di- 
verses valeurs, et que, pour la valeur { — #,, les modules 
des x derniers coefficients deviennent nuls. Alors, parmi 
les m racines de l'équation (1), 1l y en à 7 qui se rédui- 
sent à zéro pour ét, et par conséquent les modules 
de leurs inverses deviennent infinis; donc, quand t tend 
vers la limite £,, les modules de n des rn racines de l’é- 
quation (2) tendent vers l'infini; à la limite, cette équa- 
üon (2) se réduit au degré mn —n, et elle n’a plus que 
Im — n racines finies. 


60. Il peut arriver que les équations (1) et (2) du nu- 
méro précédent coïncident. Dans ce cas, l'équation pro- 
posée est dite réciproque; l'inverse d’une racine quel- 
conque est aussi üne racine. 


D'après ce qui précède, si f(z) — o est une équation 


é 
4 
{ 
| 
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réciproque du degré m, on aura identiquement . 
\ 
I A 
pme) N 
Z L* 
À étant un facteur indépendant de z. Faisant z — +5, 


puis z— — 1, il vient 
Pr) = QG) Fr) = Ai 


nu ) et f(— 1) ne sont pas nuls, c’est-à-dire si f(z) 
n'est divisible par aucun des binômes z +7, Z—1, On 
voit que } — 1 et que le degré m de l'équation est, un 
nombre pair 20. L'identité ” 


(1) fa =#e/() 
montre que l’on a alors 


f(z)= Act + Az. 


(2) 


pe 


TRE 0 


en sorte que les coefficients de deux termes également 
éloignés des extrêmes sont égaux et de même signe. 

Supposons maintenant que F(z) — o soit une équa- 
tion réciproque pouvant admettre les racines + 1 et—1, 
et soit 


(3) F(s)={(z—1)P{(z+i)tf(z) 

f(z) n'étant pas divisible par z 1; il est évident que 
l'équation f(z z)—=0o est su et en conséquence 
le premier membre f(z) a la forme indiquée par la for- 


mule (2). Maintenant, à cause des formules (1) et (3), 
on a l'identité - 


F{2) ss (— arr (:) : 


il en résulte que, si p est pair, les coefficients des termes 
également distants des extrêmes dans F (3) sont encore 






FA; 124 + A, 2 + À, Rare = se - À, ï 
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égaux et de même signe. Mais, lorsque p est impair, les 
coefficients des termes également distants des extrêmes 
sont égaux et de signes contraires; dans ce dernier cas, 
lorsque g est impair, l'équation proposée est de degré 
par, et le terme du milieu doit avoir un coefficient nul. 


61. Les équations réciproques sont susceptibles d’a- 
baissement, c’est-à-dire que leur résolution peut se ra- 
mener à la résolution d'équations de degré moindre. 
Comme on peut toujours supposer qu’une équation réci- 
proque ait été débarrassée des racines + 1 et — 1 qu’elle 
peut avoir, elle sera nécessairement d’un degré pair 2p, 
et l’on pourra lui donner la forme 





2) 


I rai I 
À, (as —- 2 { A, (ar: ii 1 | —— …. —-- A4 (2 Î :) —- À, —— 0. 
Ag ZT Z 
\ \ / 


Cela posé, si l’on fait 


Là. 
{ 
a 


nù | = 


et généralement 


di Re aies 


puis que l’on multiplie V,_, = 2"! + 





I 
ATX —=Z+—-;: 
he Z 


z—1 


on trouvera 


n . n—2 3 

V ae @: Re LU —2 | 

A M net Mere Vo 0 er 4 | gn—2 
T7 / 





à 


V? = AE ge VS.tns 


On a 
L'APe GUO ONE SE-40 e 


et, en faisant usage de la formule précédente, on pourra 
exprimer successivement Vo, V:, V:, ... par des fonc- 
tions de x; il est évident que V, sera une fonction en- 


SECTION I. — CHAPITRE III. 139 


ère de x du degré 7. On trouve 


V, = x? — 2, 
Var 
Vs = — À x? 12; 


a 
| 


NO 2e CU EN 


hote M ele ee ae) thett. ul: le 6e 


D'après cela, l'équation proposée pourra être ramenée 
à une équation du degré u en x, et les racines z de la 
proposée seront données par la formule générale 


Lu x 
Z — xz +1 —0O, d'où Le /T 
2 


Il faut remarquer aussi que le premier membre de l’équa- 
tion proposée est égal au produit 


(22— x2+1)(2— az +1)... .(2— x, 2 +1), 


Lors Lis + Lx désignant les p racines de l’équation 
en x. 


62. La transformation u — z + « a pour objet de for- 
mer une équation dont les racines soient égales à celles 
de la proposée augmentées d’une quantité donnée «; 
l'équation proposée étant f(z) — 0, la transformée sera 
f{u—a)—o ou f(z—x)—o, en écrivant z au lieu 
de u. Si l’on ordonne par rapport aux puissances de 7, 
cette transformée sera 

PA à PR 


Re | 


z — 0 
I 1.2 EDR TIL 


On pourra disposer de l’indéterminée & de manière à 
faire évanouir l’un des termes de cette équation. Ainsi 
l’on fera disparaître le terme en 371 si l’on détermine x 
par l’équation 

«do Cor + UE 
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Supposons, par exemple, que l'équation proposée soit 


+ Pz+ Qz+R—o; 











on à 
flz) =2+Pz+ Qz—+R, 
Ÿ OEEPE 2Pz+0Q, 
J (2 2 3x LP 
1.2 
f" (2) à 
MORE ÆLERS 
1e #2 {/ PE - : 
équation f”(z) = o donne z = — gi Si donc on veut 


x 4 L : P 
faire disparaître le terme en z?, il faudra prendre « = 3 


Les formules précédentes donnent 


fe y P rm e 


et la transformée sera 
z + p3 + q —0. 


63. La transformation linéaire générale exprimée par 
la formule 


az +b bu — b 
UE NOU 2 = —_— — 
a z+b a—d«au 
fournit le moyen, à cause des indéterminées a, b, ..., 


de faire disparaître deux termes d’une équation. Consi- 
dérons, par exemple, l'équation du troisième degré, 


S+P+Qz+R—o; 
la transformée en u sera 


A5 + A; u? + A, u + À, — 0, 
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en posant, pour abréger, 
A5 = 0 — Pa'b'?+Qa?b —Ra*, 


A, = B'[— 308 + P(ab' + ba!) — Qua'] 
+ a'[P68 — Q(ab' + ba') + 3Raa' |, 


À = — b[— 36" + P(ab'+ ba) — Qua'] 
— a[Pbb"—Q {ab + ba') + 3Raa' |, 
À PAR O2 10 Rat 


Déterminons maintenant les arbitraires a et a’ de ma- 
nière que l’on ait 


comme on ne peut admettre que ab’ — ba’ soit nul, puis- 
qu’alors u ne dépendrait pas de z, les deux équations 
précédentes se réduiront à 
— 3bb' + P{ab'" + ba') — Qua — 0, 
Pbd' — Q{ab' + ba') + 3Raa — 0; 
si on les résout par rapport à bb”"et ab'-- ba’, on trouvera 
bib ee BPReQUBNIEt) L15 BO-S'RE 
Boleu?r 30 uk a in  PAEGON 


! 


, b b de Lee ++ 
en conséquence, — et — sont les racines de l'équation du 
a a 


deuxième degré 
(P2— 3Q) 2 — (PQ — 9R)t+ (Q°— 3PR)—o. 


Désignons par { et £” les racines de cette équation et 
par f(z) le premier membre de l'équation proposée; les 
quantités a et a’ restant indéterminées, nous ferons 


a = a= — 1; la transformée en u se réduit alors à 
\ t 
APE 





ta 
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ses trois racines seront exprimées par la formule 


AE) 
Ur FE) 9 
et celles de la proposée seront données par la suivante : 
3 /F t) 
SM EC 
Die 


Cette formule peut être ramenée à une expression plus 
simple, mais nous n’insisterons pas sur ce sujet, qui sera 
plus tard l’objet d’une étude approfondie ; 1l nous suffitici 
d’avoir montré comment la transformation linéaire peut 
conduire à la résolution générale des équations du troi- 
sième degré. Àjoutons que la même transformation fournit 
aussi la résolution générale des équations du quatrième 
degré, car elle permet de faire disparaître la première 
et la troisième puissance de l’inconnue, au moyen d’une 
équation du troisième degré. La proposée se trouve alors 
remplacée par une transformée que l’on sait résoudre, 
puisque celle-ci peut être abaissée au deuxième degré. 
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CHAPITRE IV. - 


DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES ET DE L'ÉLIMINATION. 


De l'élimination. 


64. Après avoir exposé les propriétés générales des 
fonctions entières d’une variable et des équations à une 
seule inconnue, nous devons parler des fonctions en- 
uères de plusieurs variables et des équations algébriques 
simultanées. 

Une fonction entière de plusieurs variables est un 
polynôme entier et rationnel relativement à chacune des 
variables, et l’on nomme équation algébrique toute équa- 
tion qui peut être ramenée à la forme V — 0, V dési- 
gnant une fonction entière. 

Un système de 7 équations algébriques admet, en gé- 
néral, comme on le verra, un nombre limité de solutions, 
quand le nombre des inconnues est égal à 7. Mais, si ce 
dernier nombre est seulement 7 — 1, les équations pro- 
posées n’admettront point de solution, à moins qu'une 
certaine équation de condition ne soit satisfaite : les pro- 
cédés par lesquels on parvient à former cette équation 
de condition constituent ce qu’on nomme l'élimination, 
et l’équation obtenue est dite équation finale. 

Supposons que l’on ait z équations algébriques entre 


n inconnues 
Zy Zi 22, + + + 3 Zn—1) 


et que ces n2 équations soient satisfaites par les valeurs 
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simultanées 


PT A IL ia | C9 Mer 1 Zn—1 — An; 


regardons z comme une quantité connue, les équations pro- 
posées ne renfermeront plus que 7 — 1 inconnues; elles 
admettront d’ailleurs un système de solutions communes 
si l’on donne à z la valeur de a; donc l’équation finale 
en z obtenue par l'élimination de z,,z:,...,2z,_, entre 
les proposées devra admettre la racine a. D’après cela, on 
peut dire que l'équation finale qui résulte de l’élimina- 
tion de n—1 inconnues z3, Ze, ..., Z»_1 entre n équa- 
tions, contenant en outre l’inconnue z, a pour racines 
les diverses valeurs de z qui concourent, avec des va- 
leurs convenables des autres inconnues, à former les 
systèmes de solutions des équations proposées. 

Il faut remarquer que l'élimination n’a pas d'autre ob- 
jet que la formation de l’équation finale; la résolution 
d’un système d'équations simultanées constitue un pro- 
blème distinct. A la vérité, pour traiter ce dernier pro- 
blème, on peut et l’on doit même en général faire usage 
de l'élimination ; mais on conçoit aussi que l’on puisse 
aborder la solution par d’autres voies. 


Sur Le nombre des termes que peut contenir une fonction 
entière d'un degré donne. 


65. Considérons d’abord une fonction homogène et 
entière des 72 + 1 variables 


Z1» Z9y Z3s ++ 5 Zn Zn+1 


et du degré m. Si cette fonction est la plus générale de 
son degré, elle renfermera tous les termes qui, abstraction 
faite d’un coefficient constant, seront de la forme 


œ œ œ © 
7 "1 2 nn n+-1 
EUR PNB her * 
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la somme des exposants &,,@»,...,@»4, étant égale à m. 
Le nombre total des termes dontil s’agit est précisément 
celui des combinaisons complètes m à m des n + 1 lettres 
Zy3 95 Zn41 COMmbinaisons dans lesquelles une même 
lettre peut figurer plusieurs fois. On sait que le nombre 
de ces combinaisons complètes est égal au nombre des 
combinaisons simples de n + m lettres m à m, et voici 
d’ailleurs comment on peut établir l'égalité de ces deux 
nombres. Supposons que l’on ait écrit toutes les combi- 
naisons complètes desn+ilettresz,;,z:,...,2»1,,màm, 
de manière que dans chacune d'elles l'indice d’une lettre 
ne soit jamais supérieur à l'indice de la lettre suivante ; 
désignons par À l’ensemble de toutes ces combinaisons 

Supposons que l’on ait formé en même temps toutes les 
combinaisons simples des + mlettres z,,29,..., Znim, M 
_ à m, de manière que dans chaque combinaison les indices 
des lettres forment une suite croissante, et désignons par 
B l’ensemble de ces combinaisons. Il est évident que si, 
dans chaque combinaison B, on retranche respectivement 
les nombres o, 1, 2,3, ...,(m—1) des indices des lettres 
successives, on obtiendra une combinaison À ; réciproque- 
ment, chaque combinaison À se changera en une com- 
binaison B, si l’on augmente respectivement les indices 
des lettres successives des nombres 0, 1,2,...,(m—1). 
D'ailleurs, par l’opération dont il vient d’être question, 
deux combinaisons différentes de l’un des systèmes A et 
B se changent en deux combinaisons nécessairement dis- 
unctes; donc les deux systèmes renferment le même 
nombre de combinaisons. 

Il résulte de là qu’une fonction entière et homogène du 
degré m dépendant de x +1 variables a, dans le eas le 
plus général, 

(n+i1){(n+o)...(r+m) 


or ill 


S. — Alg, sup., I. 10 
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termes.Si, dans cette fonction homogène,;onposez»41=1, 
on obtiendra la fonction entière la plus générale de n va- 
riables et du degré m; le nombre total des termes d’une 
telle fonction est donc aussi représenté par l’expression 
précédente. 


66. Nous désignerons généralement par le symbole 
N(7, m) le nombre des termes contenus dans la fonction 
entière la plus générale de 7 variables et du degré m; on 
aura alors 

D Eee 
(1) N (», m) RENE tem) 
le second membre de cette formule ne change pas quand 
on échange entre elles les lettres 7 et m, car on peut lui 
donner la forme 
1.2.3...(n7+m) 
LD OT NL Ole en .m° 





on a donc aussi 


(m+i)(m+2)...(m+n) 
5 Nr me ee 2 Re 
(2) (277) 1/20 7007 
L'expression (1) se réduit à 1 pour 7 — o, et la même 
chose a lieu à l'égard de l’expression (2), quand on y 
fait nm — 0; on a donc 


(3) NO NIET AN, 0) ES 


ce qui est conforme à notre définition du symbole 
N(7,m); on doit admettre que les formules (3) subsistent 
quand on fait m — o dans la première, et 2 = o dans la 
seconde, et nous aurons 


NHoPoTErT, 


ce qui exprime simplement une convention. Enfin, dans 
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ce qui va suivre, l’entier m pourra recevoir des valeurs 
négatives, et nous conviendrons que, pour de telles va- 


leurs, on a 
Nr m0; 


lors même que 7 aurait la valeur zéro. 


Si l’on remplace m par m — 1 dans la formule (2), on 


aura v 


mim+i)...{(m+nr—1) 
ee PA 





N{r,m—1)— 


et par suite, en supposant z 1, 


(m+i)(m+o)...{m+<n—1) 
12,200 7 LU 





N(r,m)—N{x, m—1) — 


ou 
N(z,m)—N{(r,m—1) —=N(r—1,m). 

Cette formule a été établie dans l'hypothèse de m posi- 
ufetdez >1; mais, d’après notre définition du symbole 
N, on reconnaît qu’elle subsiste quand 77 est nul ou né- 
gatif, et quand 7 est égal à r. Si l’on y remplace mn suc- 
cessivement par M, M—I1, Mm—2,..., (M—my +1), 
et qu’on ajoute les m, équations résultantes, 1l viendra 


Niz,m)—N{r,m—m,)—=N{r—1,m)+N{(r—1,m—1) +... 
HN(r—1,m—m, +1), 
formule qui subsiste évidemment, quel que soit le nombre 


entier 71, supposé positif. 
S1 l’on pose 


(4) An N(a,m)=N(r,m)—Nin,m—m;), 
la formule précédente pourra s’écrire comme 1l suit . 


Bi M1 — 1 
Fr) AN (re me Ÿ N(r—1,m—#k), 


H1 = 0 
10 


(6) 


een 
Ss3 


? « 
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le signe D du second membreindiquant qu'il faut donner 


successivement à p, les valeurs 0,1, 2,...,(m, —1) dans 
l'expression N(7—1,m—n,), et faire ensuite la somme 
des résultats. 

Soient M2, M3,...,n% des nombres positifs quelcon- 
ques, et posons encore 


AmümN(r;,m)=A/ Nr, m)—A,,N(r,m—m), 
Am; Am Ami N (2, m) == À y Ami N (2, m) — Ans Ami N (2, td do 2 m, }, 


\ 
| Am Am" AN mn) At de NU) —A me AnN(r,m—m,). 


Si l’on suppose que À ne soit pas supérieur à 7, on 
aura, en appliquant successivement fois le théorème 
exprimé par la formule (5), 


ASP, N (7, m) =Y x RER, Meg pet. = pe), 


le signe Ÿ exprimant qu'il faut faire la somme de toutes 


les valeurs que prend N (n7—k, m—p; —p 





. .—ux), 


quand on emploie successivement tous les systèmes de 
valeurs nulles ou positives des indéterminées 14, mo,..., 
ur, tels que l’on ait | 


pu LM, Le Me, En el LE STD 


Le nombre des termes contenus dans le second membre 
de la formule (7) est ainsi égal au produit M Mo... My. 
Si le nombre k est égal à 7, chacun des termes dont nous 
venons de parler se réduira à 1 ou à o. Supposons qu’ils 
se réduisent tous à 1, a formule (7) donnera 


(8) 1508.04. Am N(zm)=#uTme EM: 


Mais, pour que cette formule (8) subsiste, il faut que la 
quantité 7 — y — Mo —...—Un, qui figure sous le 
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signe à dans la formule (7), ne soit jamais négative, el 
la condition pour qu'il en soit ainsi est 
(ga) m—ou > (m —1)+(m —1)+...+ (my —1). 
S1.cette condition n’est pas satisfaite, comme les indé- 
terminées fl, Ue,... Varient de o à m7, —1:1, de o à 
Mo—1,..., respectivement, la sommet, + po +... +: 
prendra au moins une fois chacune des m+1 valeurs 
0,1, 2,...,; donc, dans le second membre de la for- 


mule (7), où l’on suppose k£= n, il y a plus de m termes 
égaux à 1, et l’on a alors 


(10) A de tits NE = 


67. J’établirai encore ici une inégalité qui nous sera 
utile dans ce qui va suivre, et que l’on conclut très-faci- 
lement des formules (4) et (6). Le nombre que représente 
le symbole N n'étant jamais négatif, il en est de même des 
expressions dont la valeur est fournie par la formule (7); 
alors les formules (4) et (6) nous donnent 


Née mi EN nimi A As Nirim]) >, 
Ainsi on aura généralement 
Drm AP AU... 4e N\7m): 


en changeant m en m— m7, et en écrivant dans le second 


membre 
N(r,m)—A,.N(x,m), 


au lieu de N (7, m—mx%), on aura 
N(z,m— my) > A», ....4m N(r,m)—A4»,...4n N(r,m). 
Cela posé, on a l'identité 
N(r,m—m,)—N(r,m)—A, Nr, m), 


et en donnant à les valeurs 2, 3,...,k, dans l'inégalité 
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que nous venons d'obtenir, il vient 


N(r,m—m )>A,,N{(n, m) Fi? Âms An, N(7, m), 
N(r,m—m;)>A%», Am N(#, m) NAT Âms Ame Ah, N{x, m), 


S1 l'on ajoute ces inégalités avec l'égalité qui les pré- 
cède, on aura 


N(r,m—m,)+N(r,m—m;)+...+N(, m— mx) 


DEN, m) — Any - Apr N (72), 


ce qui est le résultat que nous avions en vue. Il faut 
remarquer que le signe > n'exclut pas ici l'égalité. 


Du nombre des termes d’une fonction entière, qui ne 
sont pas divisibles par des puissances données des 
variables. 


68. Soit V une fonction entière et complète du degré 
m des x variables 


DS AT NEC RIT ee 


et cherchons combien il y a, dans le polynôme V, de 
termes qui ne sont divisibles par aucun des monômes 


m 
1 _Mo 7 ZUER 


Z 
Au Ne UE ADS à 


Ma, Mo, .., mx élant des exposants entiers quelconques 
dont le nombre Æ est égal ou inférieur à . 

Si m2, est inférieur à m, la partie de V qui est divisible 
par z#*est égale au produit de ce monôme par une fonc- 
tion entière du degré m—m,, laquelle doit être un po- 
lynôme complet, car autrement la fonction V ne serait 
pas complète; donc le nombre des termes de V qui sont 
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divisibles par z”: est 
N(z,m— m;), 


et ce résultat subsiste quand m, est supérieur à rm, puis- 
qu'alors l’expression précédente est nulle. Il résulte de 
là que le nombre des termes de V qui ne sont pas di- 
visibles par 3% est 


N(z2,m)—Ni(r,m— m;) 
ou, d’après notre notation, 
LAN, nm). 


Représentons, pour un moment, par % (7, m) le nombre 
des termes de V qui ne sont divisibles par aucun des 
monômes 


RASE AE TA SL NES ji 

la partie de V qui est divisible par z/* est le produit de 27° 
par une fonction entière du degré m — mx, et dans cette 
fonction 1l y a 9 (7, m—m;%) termes qui ne sont divi- 
sibles par aucun des monômes z%,..., #41; ce nombre 
exprime aussi combien il y a, dans V, de termes qui ne 
sont pas divisibles par les mêmes monômes, mais qui 
le sont par z#*. Il résulte de là que le nombre des termes 
de V qui ne sont divisibles par aucun des monômes 


m1 Ma mp1 mx 
Z 3 “ 7 
wP? 2 ? PÉTER ARTE 


est égal à 
W(n, m)—J{7, m— mx) 


ou, si l’on veut, à 
AmJ0(2, m). 


Mais nous avons vu qu'il y a, dans la fonction V, 
A», N(7 m) termes non divisibles par z; doncil y en a 
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A», Am, N (n,m) qui ne sont divisibles ni par 31 m1 par 
z%; pareillement A, A», An N(n, m) est le nombre des 


Ma 


termes non divisibles par l’un des trois monômes 77, 2%, 


7 M3 


z%%, et ainsi de suite, en sorte que l'expression 


Art 4m, DRNIR; nt) 


représente le nombre des termes de la fonction V qui 
n’admettent pour diviseur aucun des monômes 


ni Pa Mk 
CC Z . 
3, 2 Z, F] ? k 


Reduction d'une fonction entière de plusieurs quantités 
assujetties à satisfaire à un pareil nombre d'équations 
donnees. 


G9. Soient 
(1) Vs 220 We 2=10, OT N°7 20 


kéquations algébriques des degrésrespectifsm,,m9,...,mx 
entre les variables 


Z:, Z9, NT à | Z y 


dont le nombre z est au moins égal à X. 

Nous supposerons non-seulement que ces équations 
soient complètes, mais encore que les coefficients de 
chacune d’elles demeurent indéterminés, en sorte qu'ilne 
puisse exister entre eux aucune relation. Cela posé, nous 
établirons la proposition suivante : Soit S une fonction 
entière quelconque des variables z,, z:,..., il sera tou- 
jours possible de tirer des équations (1) les valeurs des 
puissances 


(2 ) gun Na 
1 y 9 2 1 


Zmx 
k 


qui seront ainsi exprimées par des fonctions entières ne 
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contenant z1,2%2,...,2xqu avec des exposants inférieurs 
àmu,Mo,..., mrrespectivement. En outre, par la substi- 
tution de ces valeurs, on pourra faire disparaitre de la 
fonction S tous Les termes divisibles par l’un des mo- 
nômes (2). 

Cette proposition est évidente quand le nombre Æ est 
égal à l’unité; dans ce cas le système (1) se réduit à une 
seule équation de laquelle on pourra tirer la valeur de 
z1; la substitution de cette valeur abaïssera le degré de 
S ; si ce degré reste supérieur à m,, de nouvelles substi- 
tutions pourront évidemment le réduire au-dessous de m,. 
Au surplus, la réduction peut être opérée immédiatement 
en divisant S par V,; si l’on désigne par — T, le quo- 
üent de cette division et par S’ le reste qui est de de- 
gré inférieur à 72,, On aura 


ShliVi—S ; 


en sorte que, pour atteindre le but proposé, il suffira 
d'ajouter à S le produit T, V,. 

Lorsque le nombre k est supérieur à 1, si les degrés 
Nu, Me,..., mx des équations (1) sontégaux entre eux, on 
voit tout de suite que l’on pourra résoudre ces équations 
Par rapporter, 27, 7) puisque nous leur suppo- 
sons la plus grande généralité possible ; mais on aperçoit 
moins facilement, même dans ce cas particulier, la marche 
qu'il faut suivre pour faire disparaître de la fonction S les 
termes divisibles par l’un des monômes (2). Le procédé 
est pourtant le même que dans le cas de A — 1; mais il 
faut l’appliquer d’une manière convenable, afin qu’au- 
cune des substitutions qu’on exécute ne fasse reparaître 
des termes déjà disparus par des substitutions précédentes. 

Quels quesoientlenombreketles degrésm,,mo,...,mx, 
je dis qu’on peut trouver des polynômes T, 7 PR 
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tels que la somme 
(3) D + TV,+DV +... .+T,.Vr;=S 


ne renferme plus aucun terme divisible par l’un des mo- 
nômes (2); j'ajoute qu'en général ces polynômes ne se- 
ront pas complétement déterminés et qu'ils pourront 
en conséquence être choisis de plusieurs manières dif- 
férentes. En effet, désignons par m le degré de la fonc- 
uon S et prenons pour Ty, T,,..., T; les fonctions 
entières les plus générales des degrés respectifs 


M— My, M— Ma, cs M — My, 


chacune de ces fonctions devant toutefois être réduite 
à zéro, lorsque le nombre qui doit exprimer son degré 
est négatif. 

Le nombre des coefficients arbitraires contenus dans 
le premier membre de la formule (3) sera évidemment 


(4) Nfz,m—m)+N(r,m—m;)+...-N(r, m— m}); 


d’ailleurs ce premier membre est un polynôme complet 
du degré m qui renferme N (7, m) termes, et parmi 
ceux-ci il y en a (n° 68) 


AA APN ei 


qui ne sont divisibles par aucun des monômes (2). Le 
nombre des termes de l'expression (3) qui sont divisibles 
par l’un des monômes (2), termes que nous voulons faire 
disparaître, est donc 


(5) N(n,m) — Ay, 4m Am N(n, m). 


Or on a vu au n° 67 que le nombre (4) n’est jamais in- 
férieur au nombre (5); donc les arbitraires contenues 
dans la formule (3) seront toujours en nombre suffisant 
pour l’évanouissement de tous les termes divisibles par 
l’un des monômes (2). 


Ca 
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La fonction S est quelconque; si on la réduit succes- 
sivement aux monômes (2), on voit, par ce qui précède, 
que chacun de ces monômes sera exprimable par une 
fonction entière quinecontiendrales variables z,,22,...,2% 
qu'avec des exposants inférieurs à m2, Mo,..., mx res- 
pectivement. 


Elimination de n — 1 inconnues entre n équations alge- 
briques. — Théorème de Bezout relatif au degré de 
l’équation finale. 


10. C’est en partant des considérations qui précèdent 
que Bezout est parvenu à établir, comme nous allons 
l'expliquer, le principe fondamental de la théorie de l’é- 
lHimination. 

Soient 


(a) OO = ee Ne Ar a RE 


n équations algébriques des degrés m1, mo,..., mA res- 
pectivement et contenant z inconnues 


Zj9 Z29 +. 9 Zn; 


nous supposerons, comme au n° 69, que chacune des 
équations proposées est la plus générale possible, et 
qu'il n’existe aucune relation entre les coefficients. 

Considérons les 7 —1 premières équations (1); d’a- 
près ce qui a été dit au n° 69, on pourra tirer de ces 
équations les valeurs de 


mi Me Mn: 
4 3 L Z) 3 CSN) AL 


et ces valeurs seront exprimées par des fonctions entières 
qui ne renfermeront les inconnues Z,, Z9, ..., Zn 
qu'avec des exposantsinférieurs à 774, Mo,..., My_1 Tes- 
pectivement. 
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Cela posé, soit T, un polynôme complet d’un degré 
indéterminé que je représenterai par 7 — My. Si l’on 
multiplie par T, la dernière des équations (1) qui est du 
degré m», elle deviendra 


(2) T,, VS 2/0: 


et je dis qu’on peut réaliser l’élimination des 7 —1 in- 
connues Zz4, Z»,,+.., Zn_1, par le moyen des arbitraires 
contenues dans T, et avec le secours des 7 — 1 premières 
équations (1). Les arbitraires ayant été ainsi déterminées, 
l'équation (2) deviendra l’équation finale et le nombre m2 
exprimera son degré. 

Le premier membre de l'équation (2) estun polynôme 
complet du degré m, et 1l renferme, en conséquence, 
N (7, m) termes; mais quand, au moyen des 2 — 1 pre- 
mières équations (1), on aura fait disparaître (n° 69) 
tous les termes divisibles par l’un des monômes 


mt Ma Mn 
(3) Pie NRC MON EU HA 


il n’en restera plus que 
Ann" : rs AN 7e m) ; 


par conséquent, pour que l'élimination puisse s’exécuter, 
il faut que, par le moyen des arbitraires contenues dans 
Th, tous ces derniers termes disparaissent, à l'exception 
des m+ 1 qui ne renferment que la seule inconnue z,. 
Ainsi le nombre des termes qu'il faut faire évanouir est 


(4) Anna -AmemNinr,m)—{(m+ix). 


Le polynôme T, étant complet et du degré m— my, il 
renferme N (7, m—m,) termes; mais le nombre des 
coefficients dont on peut disposer pour l'élimination est 
beaucoup moindre. En effet, il est évident qu'avant d’ef- 
fectuer le produit T,>< V,, qui doit former le premier 
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membre de l’équation (2), rien n'empêche de faire dis- 
paraître de T, tous les termes divisibles par l’un des 
monômes (3); il n’y aura d’arbitraires dans T, que les 
coefficients des termes restants dont le nombre est 


ed AN (7, me Mn), 


en sorte que, pour plus de simplicité, on doit supposer 
tous les autres nuls, puisqu'il est possible de les faire 
disparaître. Enfin on peut choisir arbitrairement l’un 
des coefficients du polynôme T} ainsi réduit, car cela 
revient à multiplier l'équation (2) par une constante; 
donc le nombre des arbitraires utiles pour Pélimination 
est seulement 


(5) Anna ne Am N (7, M — My) — 2. 


On voit d’après cela qu’on pourra faire disparaître les 
inconnues Z4, Zo, +++, Zn_1 de l'équation (2), en résol- 
vant simplement un système d'équations du premier de- 
gré entre un pareil nombre d’inconnues, si les expres- 
sions (4) et (à) sont égales entre elles. En écrivant que 
ces expressions sont égales, 1l vient 


m0 AL DD Nr, me). A A, Nr, nm) 


ou 
— te L] 
PA A 0e Ana NA 


or, le second membre de cette formule n'étant pas su- 
périeur à m, il est nécessairement égal au produit 
Mi Mo. -.My, d'après la formule (8) du n° 66; car la 
condition (9) que suppose cette formule sera évidem- 
ment remplie. On a donc 


TUE m ; Ma . My) 
et l’on peut dès lors énoncer le théorème suivant : 


Le degré de l'équation finale qui résulte de l'élimi- 


—_ OT 
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nation de n —1 inconnues entre n équations à nr incar- 


nues est égal au produit des degrés de ces équations, 
lorsque celles-ci sont complètes et que leurs coefficients 
demeurent indéterminss. 

71. La démonstrauon que nous venons de présenter 
repose sur ce fait, que les coefficients arbitraires du po- 
Iynôme T, sont complétement déterminés par les éque- 
üuons du premier degré auxquelles ils doivent sausfare. 
Or, bien que le nombre de ces équations soit égal à cela 
des arbitraires, et que les équauons proposées aient là 
plus grande généralité possible, on pourrait craindre de 
se trouver ici dans l'un des cas d'incompaubihté dont 
l'existence est bien connue ; il est facile de montrerqaïl 
u'en peut être ainsi. 


En effet, supposons que les époniees pop 


réduisent à 


m m2 7 
z, Sn en * z A 


2 mr ES 3 ne = - 
— =. =, — > — ©. —. —n2 "0, 





a étant une constante donnée. Dans ce cas. on a 


et la fonction qui réahise l'élimination peut être déter- 


minée a priori. Si, en effet, on pose 





rs ut 
Mm—M,M,...R,, Mm— 
ml; 


le polynôme T, aura pour valeur 
TE A1) , {a 2}m, , _ mA. 
— 4 x "TT Les - 


car, en emplovant cetie valeur de T,. on a 





; Ps V— ape. . 


D 


ou, à cause des z —1 premières équations proposées, 
Es V—x — a. 
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Il est évident que, si l’on applique à ce cas particulier 
la méthode générale du n° 70, on obtiendra cette même 
valeur de T, que nous venons de former; il en résulte 
que les équations qui déterminent T, ne peuvent offrir 
d'impossibilité en général, puisqu'elles n’en présentent 
pas quand on donne certaines valeurs particulières aux 
coefficients des équations proposées. 

Nous ajouterons encore une remarque fort importante. 
Le raisonnement du n° 70 a conduit, par l'élimination de 
n — 1 inconnues entre n équations, à une équation finale 
dont le degré est égal au produit des degrés des équations 
proposées ; mais on peut se demander si ce degré ne serait 
pas susceptible de s’abaisser par l’évanouissement de quel- 
ques termes, ou s'il ne serait pas possible, en suivant une 
voie différente, de déduire des équations proposées une 
équation finale de degré moindre. Il est aisé de voir qu'il 
wen est rien, tant qu'il s’agit d'équations générales; 
effectivement, dans l'exemple que nous venons de consi- 
dérer, on reconnait a priori que l'équation finale est 


m 2. 
2 #40, 


et son degré est égal au produit des degrés des proposées. 
Or ces dernières sont comprises dans les équations gé- 
nérales du n° 70; donc l’équation finale qui en résulte 
est nécessairement comprise dans l'équation finale qui 
se rapporte au cas général. 

On arrive à la même conclusion en considérant 7 équa- 
ons des degrés m4, m2, ..., m, respectivement, dont 
chacune soit décomposable en facteurs linéaires de la 
forme 

Ai 2j + 39 +... + An2n + A, 
y, 2, .… étant des coefficients indéterminés. Le système 
de ces équations peut évidemment être remplacé par 
Mm—= M, M3... Mn Systèmes formés de 7 équations du pre- 
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mier degré ; chacun de ceux-ci fournit une équation finale 
du premier degré, et le produit des 7» équations finales 
ainsi obtenues est l’équation finale relative au système 
proposé. | 

Dans les deux cas que nous venons de citer, il est évi- 
demment impossible de tirer des équations proposées 
une équation en Z», 

(2x) —0; 

dont le degré soit inférieur à »3 donc la même chose est 
également impossible dans le cas des équations géné- 


rales. 


72. L'analyse que nous venons de développer montre 
qu’on n’obtiendrait pas la véritable équation finale, dans 
le cas où le nombre des équations est supérieur à 2, si 
au lieu d’éliminer les inconnues à la fois, comme nous 
l'avons fait, on voulait procéder par éliminations succes- 
sives; car supposons le cas des trois équations générales 
des degrés respectifs m,, m2, m3 entre les inconnues 
Z1, Ze, Z3. O1 l’on élimine z, entre la première équation 
et chacune des deux autres, on obtiendra deux équa- 
tons finales des degrés m, m2 et m, m3, puis Pélimination 
de z, entre ces deux dernières fournirait une équation 
dontle degré pourraits’élever jusqu'à? m;m3,tandis que 
la vraie équation finale est seulement du degré m, m3 m3. 
Le cas des équations du premier degré est le seul où l’on 
puisse procéder par éliminations successives. 


Sur la resolution des équations algébriques simultanées. 


73. Lorsqu'on sait former l'équation finale qui résulte 
de l'élimination de 7 — 1 inconnues entre 7 équations 
données, on peut aussi, d’après une remarque due à 
M. Liouville, déterminer les valeurs des inconnues éli- 
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minées qui répondent à chaque racine de l'équation fi- 
nale. C’est ce que nous allons développer. 
Reprenons les 7 équations 


(x) OV OC ER a Ve 


des degrés respectifs r2,,m, ..., m, entre les inconnues 
Z4, Z2, ++. Zn, Et Supposons, comme nous l'avons fait 
jusqu'ici, que ces équations aient la plus grande généra- 
lité possible. 


Posons 
(2) 2 2% az Hi. Han Zn Te Zn 
io, ..., &n_, étant des coefficients indéterminés, et 


prenons z pour inconnue à la place de z, ; il faudra, dans 
les équations (1), remplacer z, par la valeur 


BREL (œ Z, FF Mo7o +... Han aus 


cette substitution ne changera pas le degré des équations, 
et celles-ci deviendront 


(3) PRET 0 MU US — 0: 


Si l’on élimine z,, z°,..., z,_, entre les équations (3), 
on obtiendra une équation finale en z dont le degré m 


sera 
IN EE IN de ln, 


et qui contiendra dans ses différents termes les 7 — r in- 
déterminées &,, @,..., 4n_,. On peut chasser les dé- 
nominateurs qui seraient fonctions de «4, %»,... et, eg 
ordonnant le premier membre par rapport à ces indéter- 
minées, l'équation finale en z sera 


(4) (2) + le Fi(z) +2) + Has Fr (2)] +... =o. 


On retrouvera l'équation finale relative aux équations 
proposées en attribuant la valeur zéro aux indéterminées 
Si pas Alg. Sup, I. If 
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«; on a effectivement alors z = z,, et l'équation (4) se 
réduit à 

(5) Pen) 0? 

mais l’indétermination des quantités æ va nous fournir 
des résultats plus étendus. Si, dans l’équation (4), on 
remplace z par sa valeur tirée de la formule (2) et que 
l’on fasse usage des formules connues 


ZX] Z; —+ Lo 22 ne Em Ut) Zn—1 ? 


SRTAE-PAETS 0 c (arts 

Fier) SR 

il viendra, en ordonnant par rapport aux &, 

(6) files + œ] EVA + Fi (zn)] AAA. 
pan END RER 





Cette équation (6) résulte de la combinaison des équa- 
uons (1)entre elles, etelle est nécessairement satisfaite, 
quelles que soient les indéterminées &, par tous les sys- 
tèmes de valeurs des inconnues susceptibles de vérifier les 
équations proposées. Si l’on suppose que ces indétermi- 
nées soient nulles à l'exception d’une seule x,, le premier 
membre de la formule (6) se réduira à un polynôme or- 
donné suivant les puissances de «,, et il ne pourra être 
identiquement nul, à moins que les coefficients des di- 
verses puissances de &, ne soient nuls. Aïnsi, en parti- 
guber, on aura, outre l’équation (5), 


2uf" (2n) + Fazn) = 0, 


pour toutes les valeurs 1, 2, ...,(n—1) de l'indice y, 
ce qui donnera 


Fi (z») F, (z,) F,-1(2») 


(7) Zi — Fa) 3 PATENT Zn—1 — fre 
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Dans le cas particulier où le premier membre de cha- 
cune des équations (1) est un produit de facteurs du pre- 
mier degré à coefficients indéterminés, l’équation (5) n’a 
point de racines égales, et par suite elle n’en peut avoir 
. dans le cas général. Done, si l’on remplace z, par l’une des 
racines de l’équation finale (5), la dérivée f"(z,) ne sera 
pas nulle, et les formules (7) ne deviendront point illu- 
soires, à moins que l’on n’attribue des valeurs détermi- 
nées aux coefficients des équations proposées. 


74. La méthode précédente conduità d’autres formules 
qu'il convient de remarquer et qu'on obtient en égalant à 
zéro les termes que nous n'avons pas considérés dans la 
formule (6) et qui contiennent en facteur soit une puis- 
sance supérieure à la première de l’une des indétermi- 
nées &, soit un produit de puissances de plusieurs de 
ces indéterminées. Par exemple, si l’on représente par 
F,,(z) le coefficient de &,æ, dans le premier membre 
de l'équation (4), les indices y et y pouvant être égaux, 
et qu'on égale à zéro les coefficients de 4% et de x,o, 
dans l’équation (6), 1l viendra 


HIMET Ets) É 
(8) TA ee NE - Zu + Fou(zn) =0; 


S(Zn ) 22 + (Fi (2n)2 + F, (Zn)2] + Fis(2r) = 0. 





La seconde de ces formules (8) donne cette valeur de z,, 


z,F, (zn JF Fu(2n) 
CAN MIE 9 +F,(2,) 








(9) DE | 

Les formules (8) et (9) sont plus compliquées que les 
formules (7); mais, quand on passe du cas des équations 
générales à celui des équations particulières, les for- 
mules (7) peuvent devenir illusoires, et dans ce cas les 
formules (8) et (9) les suppléeront. Celles-ci peuvent à 


II, 
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leur tour devenir illusoires et exiger l'emploi d’autres 

formules qu'on pourrait pareillement tirer de l’équa- 

üon (6); mais il n’est pas utile d’insister davantage sur 
w 


ce sujet. 


15. Les équations (5) et (7) sont, d’après notre ana- 
lyse, une conséquence nécessaire des équations propo- 
sées; soit V,=— 0 l’une quelconque de celles-ci, et dési- 
gnons par V, le résultat que l’on obtient quand on 
remplace dans V,, z,, Zo,...,2»_, par les valeurs (9). 
La fonction V, sera de la forme 


Re Du(zn) 

nl APTE TT 

PGI 

P,(z2) étant une fonction entière. Effectuons la division 
de P,(z») par f (z2), de manière à obtenir un reste 9, (z,) 
de degré inférieur à 7n, et désignons par Ÿ,(z,) le quo- 
tient de cette division, on aura 


| LA" (an ) Je 


Cela posé, puisque les équations (7) résultent des propo- 
sées, il en sera de même de l'équation V, = o, laquelle 
se réduit à 
Pa(2r) = 0: 

Or celle-ci ne peut avoir lieu que s19,(z,) est identique- 
ment nul, car ce polynôme est au plus du degrém—1, et 
nous savons qu'on ne peut tirer des équations proposées 
une équation finale en z, d’un degré inférieur à m. La 
précédente valeur de V, se réduit donc à 


V.— mn 


HU 74 ) Ju 


d’où il résulte que les équations proposées sont satisfaites 
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par tous les systèmes de valeurs des inconnues tirées des 
équations (5) et (7); ce quiest la réciproque de la pro- 
position établie au n° 74. Aïnsi se trouve démontré cet 
important théorème : 


Le nombre des systèmes de solutions communes à plu- 
sieurs équations renfermant un pareil nombre d’incon- 
nues est égal au produit des degrés de ces équations, 
lorsque celles-ci sont complètes et que leurs coeffi- 
cients demeurent indétermineés. 


En particulier, deux lignes des degrés m, et m,se cou- 
pentenm, m; points ; trois surfaces des degrés m;,me:,m3 
se coupent en My, Mo, M3 Points. 

On dit qu’une courbe algébrique plane ou gauche est 
de l’ordre #7, lorsqu'elle est rencontrée en m points par 
un plan quelconque. L’intersection de deux surfaces des 
degrés m, etm, est donc en général une courbe de l’ordre 
M Mo, Car le nombre des solutions communes à trois 
équations des degrés m,, m, et 1 est m, x<ma><1. Ainsi 
l'intersection de deux surfaces du deuxième degré est en 
général une courbe du quatrième ordre; mais il peut arri- 
ver, dans les cas particuliers, que cette courbe se réduise, 
soit à une courbe du troisième ordre et à une droite, soit 
à deux courbes du deuxième ordre, c’est-à-dire à deux 
coniques. 


Remarque sur la methode d'élimination de Bezout. — 


Méthode d’' Euler. 


76. La méthode d'élimination de Bezout, exposée au 
n° 70, consiste à multiplier l’une des équations pro- 
posées, 


(1) Vie 0, Vaso, es Nav, 


par un certain polynôme, et à employer les autres équa- 
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uons pour faire disparaître quelques-uns des termes con- 
tenus dans le produit ; l’élimination s'achève ensuite en 
disposant convenablement des arbitraires que renferme 
le polynôme multiplicateur. Mais, d’après ce qu’on a vu au 
n° 69, cette manière d’opérer revient à ajouter entre elles 
toutes les équations, après les avoir multipliées par cer- 
tains facteurs ; donc, si l’on représente par 


(2) AE 0 


l'équation finale qui résulte de lélimination de z,, z2,..., 
Zn entre les équations (1), on aura identiquement 


Flan) = Ti Vi + To Vo +. . APR 


: 


T,, T:,..., T, étant des fonctions entières des inconnues 
convenablement choisies. 


77. Dans l’{ntroduction à l’ Analyse infinitésimale, 
Euler a indiqué, pour le cas de deux équations, une mé- 
thode qui revient au fond à celle de Bezout. Représentons 
les deux inconnues par x et y et supposons que les équa- 
uons soient l’une du degré m1, l’autre du degré n; ces 
équations ayant été ordonnées par rapportà y, représen- 
tons par 

Vi=P JUL Q JU ER JMIES pt. 
Vi == PyQT SEMI 


leurs premiers membres. La méthode d’Euler consiste à 
multiplier respectivement les polynômes V, et V, par les 
facteurs indéterminés 


M, — D: +7 file à A pre 28 Bip + Gr" ra ; 
M, — pP D, ‘ei + À 72 nes Br de Couper 0 ÿ 


à exprimer ensuite que les coefficients des mêmes puis- 
sances de y sont égaux dans les produits M, V,,M, V,, et 


SECTION I. —— CHAPITRE IV. 167 


à éliminer enfin les m + n — 2 indéterminées A, B,..., 
A’, B',..., entre les m+n—1 équations du premier 
degré 
PA’ + QP’ — P'A + PQ’, 
PB’ + QA'+RP'—P'B+Q'A+R'P, 
PC'+ QB'+RA'+ SP! —P'C+Q'B+R'A—+S'P, 


ansi obtenues. 

Les m + n— 2 premières des équations précédentes 
donnent pour les indéterminées A, B,..., A’, B',..., 
des valeurs fractionnaires auxquelles on peut supposer 
le même dénominateur À ; les facteurs M, et M; auront 


donc la forme 


ne OT: 
M=, M," 
1 A 2 2 A 





2 


T, et T, étant des fonctions entières de x et y, et il est 
évident que notre équation finale sera 


T, V; —- Æo V> sn) 
78. S'il s’agit, par exemple, d'éliminer y entre les deux 
équations du deuxième degré 
P+Qr+R —o, 
POP ER D, 
on sera ramené par le procédé d’'Euler à éliminer À et A’ 
entre les trois équations 
PA'— P'A — {PQ — QP'), 
QA'—Q'A—— (RP — PR’), 
HAË--HUA = 0! 
ce que l'on peut faire en ajoutant ces équations après 
les avoir multiphiées respectivement par les facteurs 


QR'—RQ, RP/—PR', PQ'— QP'; 
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il vient ainsi 


(PQ — QP') (QR'— RQ') — (RP! — PR’) —0. 

Si l’on tire des équations qui précèdent les valeurs 
des indéterminées A et A’, on en conclura, comme il a 
été indiqué plus haut, les polynômes par lesquels il faut 
multiplier les équations proposées, pour obtenir l’équa- 
on finale d’après la méthode de Bezout. Ces polynômes 
sont respectivement 


n' M (PQ' — QP') (P'y + Q')—P'(RP' —PR') 


et 
+ (PQ'— QP') (Pr+Q) + P(RP'— PR). 


Remarquons encore que l'équation finale peut ici s 0b- 
tenir immédiatement en résolvant les équations propo- 
sées par rapport à y et à y?, ce qui donne 

a Ra PRE NORD 
AFRO EDP UN PAROI 


et en égalant ensuite la seconde expression au carré de 





la première. 


Cas de trois équations du deuxième degré 
à lrois inconnues. 


19. Pour donner un exemple des simplifications que 
comportent les applications de la méthode de Bezout, 
nous considérerons le cas de troiséquations générales du 
deuxième degré entre les trois inconnues x, y, z. Soient 


a ÿ*+2byz + cz + 2dy +2ez + f —=0, 
(1) ay? + 2blyz+ c'2 +od'y +2e z+/f —0o, 
ay? +20" yz+ cz? +od"y+2e"z+f" —0 


les équations proposées ordonnées par rapport à yet à z; 
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dans chacune d'elles les trois premiers coefficients sont 
des constantes, les deux coefficients suivants sont des 
fonctions linéaires de x; enfin le dernier terme est une 
fonction entière de x du deuxième degré. 

Nous poserons 


ta] Ha (b'c” _ bic) Ur (b"c _ bc’) HA (bc! — b'c) 


ET! 2 AE à 


et 
| D=d{b'ce"— bc) +d'{b"ce— be") + Fa brer, 
ARS 7 — be) + e'(b"ce— bc") + e”{ be DR 
— f(b'e"— be) +f'(b"ce— be”) +f"(bc — b'c), 
D'=d{c'a"— ca) +d'{c'a — ca") + d"{ca! — c'a), 
(3) un. c'a— ca") +f" 
) 


( 

A Fr 

= d{a'b"— a"b') + d'{a"b— ab”) + d’ b 

—e(a'b" — a” 4 + e'{a"b— ab") + e”{ab'— ab), 
(ab — a" b') + f"(a"b— ab") + b 


c'a"— ca) +/f'(c'a — ca” 


| F/— ét 


fab! — a! Je 


Alors, en éliminant successivement deux des quan- 
utés y?, yz, 2? entre les équations (1), on obtiendra les 
suivantes : 

| Hy°+2D 7y+2E z2+F —o, 
(4) 2Hyz+2D'y +2E'z +F —o, 
| Hz? + 2D"y+2E"z+F’—o 
qui pourront suppléer les proposées ; mais nous leur don- 
nerons une autre forme qui permettra de faciliter les cal- 
culs ultérieurs. Si l’on pose, pour abréger l'écriture, 
HF +2(D'E —DE') +(E?—4EE"), 
(5){ R'—HF + 4(D'E — DE’) — 2(D'E —2D"E—2DE"), 
R” 2 HF” 9 (D’E : D' E”) n' ( D’? À: À A DD”), 


et que l’on multiplie les équations (4) par H, on pourra 
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leur donner la forme suivante : 


(Hy +E') (Hy+2D—E )+2E(Hz+2E —D')+R=o, 
(6) { 2(Hy+E') (Hz+D') —-8D’E+R' —0, 
( (Hz+D')(Hz+2E"— D'}+2D/(Hy+2D—E')+R"—0; 


nous représenterons respectivement par 
V;, Vs, Va 


les premiers membres de ces équations (6). 

Pour former, d’après la méthode de Bezout, le pre- 
mier membre de l’équation finale demandée, nous mul- 
üplierons la fonction V, par un polynôme indéterminé 
T, du sixième degré qui ne renferme aucun terme di- 
visible par 7? ou par z?; les équations V, = 0, V;=o 
seront ensuite employées pour faire disparaître du pro- 
duit T, V, tous les termes qui contiendront en facteur y? 
ou z?. Construisons, pour cet objet, les formules sui 
vantes : 
| (Hz+D')Vi—2E V,=(Hy+E') (Hy+2D—E')(Hz+D') 

— AD'E(Hy +2D—E') 
+R(Hz+D')—2R’E, 


(7) 
(Hy+E)V,—2D’V,—(Hz+D')(Hz+2E’—D'}(Hr+E') 
_ {D"E(Hz+2E"-— D) 
+ R’(Hy + D') — 2 RD”, 
(Hz+D')(Hz+2E’—D')V,—{2E{(Hz+2E’"—D'+R|]V, 
(8) —=(Hy +E)(Hy + 2D—E’)(Hz+D')(Hz+2E’— D 


— {D'E(Hy +2D—E')(Hz+2E"— D) 
—2RD'{(Hy+2D—E)—2R"E(Hz+2E"—D')—RR’; 


en égalant à zéro leurs seconds membres, nous obtien- 
dronsles équations nécessaires pour l’'évanouissement des 
termes que nous aurons à faire disparaître. 
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Nous donnerons au polynôme T, la forme suivante : 


T.—=2X(Hy+2D—E')(Hz+2E"—D') 
(9) +2(Y+EX)(H:+2E"—D") 
+2{(Z+D'X)(Hy+2D —E')+U, 


X, Y,2, U désignant des fonctions entières et indétermi- 
nées de x; la première de ces fonctions, X, est du qua- 
trième degré; Ÿ et Z sont du cinquième; enfin U est du 
sixième degré. Il est presque superflu d'ajouter que c’est 
uniquement pour les convenances du calcul que nous 
écrivons Ÿ + E’X et Z + D'X au lieu de Ÿ et Z. Comme 
nous l’avons dit, les formules (7) et (8) seront employées 
à faire disparaître du produit T, V, les termes divisibles 
par y? ou par z?; 1l est facile de voir qu'on produira cet 
effet en ajoutant au produit T, V, les seconds membres 
des trois formules (7) et (8) respectivement multipliés 
par les facteurs 


ADO TITLE) x 


ce qui revient à ajouter à T: V, les produits T, V,,T; V2, 
dans lesquels les facteurs T,, T; ont pour valeurs 


T,=—-4X(Hz+D')(Hz+2E"—D') 
+ BD EVE EX 4(Z -ED'X)(Hz+D'}, 

“ T,—=—4X[2E(Hz+2E’—D')+R|] 
| HUUVERE X) (Hyi-LE')-HBE(Z*E DIX |. 


Effectivement, si l’on pose 
(11) O =T, V, +T, V, + T,V:, 
puis que l’on fasse, pour abréger, 


HP— 4{D’R+(2E"—D'}R'—2E'R", 


12 
GA) HQ—4ER’+(2D—E')R —2D'R 
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et 


(13) 


\ 


RME 2 {DD')R+4(D'E —2DE"—2D’E)R 
+4(E8—{EE")R" + (R#—/{RR’), 


l'expression (11) de @ deviendra 


6—(U+R'X)V, 
| + 2H(HPX+RZ—2R"Y)y 
(14) | + 2H(HQX+R'Y — 2RZ)z 
[. + H(2PY-+2Q7-—HNX). 


Maintenant, pour que cette expression devienne celle du 
premier membre de l'équation finale demandée, il faut 
que, par le moyen des polynômes indéterminés, les termes 
en yz, en y et en z disparaissent de la formule (14). 
Comme le terme en yz ne figure que dans V», il nous 
faut poser 


(15) DERxX 
et 


116) LHPX ER ZERO) 


(HOX PRE ah 7 0 
l'expression de © se réduit alors à 
(17) > — 2HPY + 2HQZ — HNX. 
On üre des équations (16), 
(2PR + QR')HX — — (R'?— 4RR’)Y 

(2QR” + PR')HX — — (R'?- {RR’)Z: 
ces formules montrent que le polynôme X est divisible 
par R°® — 4RR/, qui est une fonction entière de x du 
quatrième degré; le quotient de la division est donc une 


constante que l’on peut choisir à volonté. Nous prendrons 
pour cette constante l'inverse de la quatrième puissance 
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de H changée de signe, en sorte que l’on aura 
| HiX— —(R'?— {RR’), 
H5Y -—2PR + QR', 
H°Z — 2QR’ + PR'; 


(18) 


\ 


les polynômes X, Y, Z étant connus, la formule (15) 


fera connaître Ü. Enfin, au moyen des formules précé- 
dentes, on obtiendra cette expression de O, 


(19) 6 A EN(R?— 4RR") + (PR + PQR + Q'R’)], 


qui fournit la solution de la question proposée. 

Les valeurs de P et Q données par les formules (12) 
renferment en dénominateur la constante H, et la valeur 
de N urée de la formule (13) a le dénominateur H?; 
mais on peut démontrer que ce dénominateur doit dis- 
paraître des expressions de P, Q, N, lesquelles sont ainsi 
des fonctions entières des coefficients des équations (1). 
Le dénominateur H? disparaît également de l’expres- 
sion (19) de ®, et celle-ci devient alors une fonction 
entière et homogène du douzième degré, relativement 
aux dix-huit coefficients des équations proposées; mais 
nous ne démontrerons pas celte proposition qui s’écarte 
un peu de notre sujet. | 


80. Il faut remarquer que l’analyse précédente ne 
donne pas seulement l’équation finale demandée @ — 0, 
mais qu'elle fait connaître aussi les valeurs des inconnues 
y et z qui répondent à chacune des huit racines de cette 
équation finale. Effectivement, quelles que soient les va- 
leurs finies que l’on attribue aux indéterminées X, Y 
Z, U, dans la formule (14), l'expression de @ que l’on 
obtiendra se réduira nécessairement à zéro, pour tous 
les systèmes de valeurs x, y, z qui satisfont aux équa- 
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tions proposées. Or, si l’on fait successivement 


2R R‘ 
= _— ie PA 
RO re th 2H? 
ct 
: R' 2R” 
(Ke MN E-210) Y—= 5 Le 


la formule (14) donnera ces deux valeurs correspondantes 


de © : 
E—(R?— 4RR’)y+(2PR + QR'), 


®@ —{R'?— 4RR")z + (2QR"+ PR’), 
qui l’une et l’autre sont nulles; on a donc 


JU CR ER ETOR: je 2QR” + PR’ 
tata 4 AR NON CAR NUE 
et l’on peut écrire aussi 


RSS AD AREA 
(20) FER — HX° 





X, Y, Z désignant ici les fonctions déterminées par les 
formules (18). Il est évident que, si l’on substitue ces 
valeurs (20) de y et de z dans les premiers membres des 
équations (6), ceux-c1 se réduiront à des fonctions ra- 
tonnelles de x dont les numérateurs seront divisibles 
par O; au surplus, il est facile de vérifier qu'il en est 
ainsi, en se servant des formules que nous avons obte- 
nues. 


81. Si l’on suppose que x, y, z représentent des 
coordonnées rectilignes, le problème que nous venons 
de résoudre coïncidera avec celui qui a pour objet la 
recherche des points communs à trois surfaces du 
deuxième degré données. La discussion des cas parti- 
culiers de ce problème met en évidence diverses cir- 
constances intéressantes qu'il n'entre pas dans notre 
plan d'analyser d’une manière complète; mais nous in- 
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diquerons succinctement les principales, afin de faciliter 
l'intelligence des considérations générales que nous au- 
rons à présenter ensuite. 

Les coefficients des équations proposées ne seront plus 
dans ce qui va suivre des constantes indéterminées, et 
nous examinerons les cas principaux dans lesquels la 
fonction @ se réduit identiquement à zéro. 

Supposons d’abord qu'il n'existe entre les coefficients 
aucune relation autre que celles qui sont nécessaires 
pour la réalisation de l’hypothèse où nous nous plaçons. 
Dans ce cas, la fonction X ne se réduit pas à zéro, et la 
substitution des valeurs (20) de y et de z, dans les pre- 
miers membres des équations (6), donne des résultats 
identiquement nuls; cela exige, comme on le reconnaît 
aisément, que les fonctions rationnelles substituées à y 
et à z se réduisent à des fonctions linéaires de x, et, par 
suite, que Ÿ et Z soient divisibles par X. On voit alors 
que nos trois surfaces ont une droite commune, savoir, 
celle qui est représentée par les équations (20); mais 
elles ont aussi d’autres points communs qu'il est facile de 
déterminer. Effectivement, les formules (20) ont été 
obtenues en remarquant que, pour toutes les valeurs de 
x, Y, 3 qui satisfont aux équations proposées, les deux 
fonctions entières 


Eee) ë Z 
A PEN er ER RIT PRE 
ñx j? \ me) 
s’annulent. En égalant à zéro le second facteur de l’une 


et de l’autre expression, on retrouve les équations (20); 
mais on voit que l’on a en outre la solution 


X—o ou R'?—/4RR"— 0, 
laquelle fournit les coordonnées x de ceux des points 


communs aux trois surfaces qui ne se trouvent pas sur la 
droite commune. 
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Aïnsi, dans le cas qui nous occupe, bien que les équa- 
tions proposées soient indéterminées, on est conduit à 
considérer une équation finale qui est, en général, du 
quatrième degré. 


82. Supposons maintenant que les coefficients des 
équations proposées soient tels que l’on ait identique- 
ment, non-seulement ® — o, mais encore X — 0 ; comme 
au numéro précédent, nous exclurons toute relation inu- 
tile pour la réalisation de nos hypothèses. Les équations 


HXy —Y—o, HXz—Z—o, 


obtenues au n° 80, montrent que l’on a identiquement 
Y —0o,Z2— 0; le cas où les trois fonctions R, R', R’ se 
réduisent à zéro sera examiné plus tard, et nous l’ex- 
cluons en ce moment; alors, l’une au moins des fonctions 
R et R’’étant différente de zéro, nous supposerons que R 
ne soit pas nulle. Enfin l’identité X — o nous donne 


Ress iR MRT=)2R, 


et nous distinguerons deux cas, suivant que À est une 
constante ou une fonction de x. 

Admettons d’abord la première hypothèse. Les iden- 
ütés Ÿ — 0, Z = 0, ® — 0 s’accordent à donner 


P+1Q—=0; 
si donc on fait 
QE 
JR 
on aura 
P 
SR 7 


et il viendra, à cause des formules (12), 
—XH£—2D"+(2E—D'}1—E'}, 
H£—2E + (2D—E')1—D), 


SECTION I. — CHAPITRE IV. 1797 
d’où, par l'élimination de ë, 
MATE D RSR DS EN A EX 6: 


on voit que Ë est une fonction linéaire de x. 

S1 l’on continue à représenter par V,, V:, V, les 
premiers membres des équations (6), on trouvera, au 
moyen des formules qui précèdent, 


I : ; 
Na Vi — H(Hy +E —22E)(2— 27 —E€), 
À 3, 
Nova T PR à PE ENNSTEE 
Es V, = il (us+n : D } 17 — Ë). 


On voit par là que les équations V, — 0, V;,—o sont 
satisfaites par toutes les valeurs de x, y, z qui satisfont 
aux deux 

Vs —=o, 3—)1Y —E—0o; 


4 


la dernière de ces équations est celle d’un plan : donc, 
les trois surfaces que nous considérons ont une conique 
commune. Ces surfaces ont aussi deux autres points 
communs, lesquels appartiennent à la droite représentée 
par les deux équations 


PAMME MORE 0 Hz D : D 0: 


si l’on üre de celles-c1 les valeurs de y et de z pour les 
substituer dans les équations (6), on trouvera les résul- 
tats 
R =40, R—0; RES ON 

ces équations sont en général du deuxième degré et l’une 
quelconque d’entre elles peut être regardée comme l’é- 
quation finale qui convient au cas particulier que nous 
examinons. 

Le cas où la constante À se réduit à zéro n’introduit 
aucune particularité nouvelle. Les fonctions R et R’ 
sont alors identiquement nulles, et comme nous excluons 

S.— Alg. sup., 1. 12 
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le cas de R — 0, l'hypothèse O — o exige que l’on ait 
D/— o. Alors les lieux que représentent les deux der- 
nières équations (6) ont un plan commun. 


83. Supposons que À soit une fonction de x, et po- 


sons 
À — —) 
3 
r ets étant des fonctions entières premières entre elles. 


Comme 


on aura 
Lit Lex F5 RE 2 rs, Re AT”: 

d’où il suit que le degré de r ou de $s ne peut surpasser 
l’unité, et, comme l’une de ces fonctions au moins ne se 
réduit pas à une constante, la quantité À sera nécessai- 
rement indépendante de x. 

D'après les résultats obtenus au numéro précédent, 
on aura 


D'S+(E"—D'}rss +(D—E'}rs +Er—o. 


Supposons que s ne se réduise pas à une constante; l'i- 
dentité précédente prouve que E est divisible par s; 
d’ailleurs E est du premier degré : on a donc 


Rss 


e 5 
æ étant une constante. En substituant à E cette valeur 
et divisant par s, il vient 


D'$ + (E"—D'}r5 + {(D—E +ar)7?—=0o; 


on voit de même que D—E' + &r est divisible par s, et, 
en désignant par 6 une constante, on aura 


D—E = —cr+6s; 
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puis l'équation précédente divisée par s deviendra 
D’s+(E”—D'+ér)r—o; 


enfin la fonction E7— D'+ 6rest encore divisible par s 
et, en désignant par 7 une nouvelle constante, on aura 





E"—D'——67+7s, 
puis 
D” — BE. 7 r. 
En résumé, nos hypothèses nous ont donné les ré- 
sultats 
En as DE = or +65, 
Dr Kr + VE De V7 


et l’on aurait évidemment obtenu les mêmes formules, si 
l’on avait supposé 7 fonction de x, s pouvant être une 
constante. 

Au lieu de la constante À qui entre en facteur dans les 
expressions de R, R’, R”, nous en introduirons une autre g 
déterminée par l'équation 


19 


k = (6? — fxy)—g?, d'où g = + (6 — ay) — À; 
(6 


alors les équations ) de nos trois surfaces deviendront 


[HE + (9 +6)sHy+E" —2a7—{g—6)s]+22s[Hz+D'+{g—6)7]—0, 
[Hy+E'+{(g+6)s](Hz+D')—{(9+6)s[Hz+D'+{9—6)7] 0, 
[Hz --D'+(g—6)r][Hz+D'+2ys—(29 +6) —-2yr[Hy+E'+(g+6)s]-0. 
Ces équations sont satisfaites en même temps que les 
deux suivantes : 
Hy +E +{(g+6)s—o, 
Hz+D'+(g—56}r—0o, 
dans lesquelles g a l’une ou l’autre des deux valeurs 
Æ V(É?— 4ay)— À; les surfaces que nous considérons 
ont donc deux droites communes non situées dans le 
même plan. On voit aussi que le reste de l'intersection 


12 


_… 
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de deux des trois surfaces se compose de deux autres 
droites ; chacune de celle-ci coupe les deux premières 
droites en deux points qui sont sur la troisième surface, 
et en conséquence elle ne peut rencontrer cette troi- 
sième surface en d’autres points. 

Ainsi dans le cas dont :1l s’agit 1l n’y a plus d’équa- 

5 JAP T 
tion finale. 

84. Considérons enfin le cas où l’on a identiquement 
R= 0, R/=— 0, R/=- 0. Les premiers membres des équa- 
uons (6) deviennent alors 
V,=(Hy+E')(Hy+2D—E')+2E(Hz+2E"— D’), 
V,—=(Hy+E')(H:+D')—4D'E, 
V;=(Hz-D')(Hz+2E"-— D')+2D”(Hy+2D—E'), 
et il en résulte 

(Hz + D’) V, — (Hy + 2D —E') V, — 2EV, — 0, 
(Hyr HE!) Vs — (Hz+2E"— D')V, 22D°V,—0o. 
La droite qui a pour équations 
Hy +E' —=o, E — 0 
appartient aux deux surfaces V, et V., et, d’après les 
identités qui précèdent, le reste de l'intersection de ces 
deux surfaces appartient à la troisième surface V;:. Pa- 
reillement, la droite déterminée par les équations 
Hz D 0 DR 0 
appartient aux surfaces V: et V;, et le reste de l’inter- 
section est sur V,. Enfin la droite 
Hy +2D—E —0o, Hz+2E’—D'—o 
appartient aux surfaces V, et V;, et le reste de l’inter- 


section appartient à V:. Il résulte de là que les trois 
surfaces considérées ont une courbe du troisième ordre 


commune. 
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Les trois droites qui complètent les intersections des 
surfaces deux à deux ne se rencontrent pas en général, et 
en conséquence elles rencontrent la courbe du troi- 
sième ordre. Dans le cas qu'on vient d'examiner il n’y 
a point d’équation finale. 

Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion, et 
nous remarquerons en terminant que nous n'avons pu 
rencontrer le cas où les surfaces données ont une courbe 
du quatrième ordre commune, parce quenous avons exclu 
les hypothèses dans lesquelles la constante H se réduit à 
Zéro. 


Sur les équations simultanées dans lesquelles les coeff- 
cients ont des valeurs particulières déterminées. 


89. En ne considérant jusqu’à présent que des sys- 
tèmes formés d'équations générales dans lesquelles les 
coefficients sont indéterminés, nous nous sommes af- 
franchis de toutes les difficultés auxquelles les cas par- 
ticuliers peuvent donner naissance. Nous allons pré- 
senter ici quelques considérations relatives à ces cas 
particuliers ; mais 1l n’entre pas dans nos vues d’appro- 
fondir en ce moment cette partie importante de la 
théorie des équations; nous reviendrons sur ce sujet 
dans la deuxième Section de cet Ouvrage. 

Les systèmes formés de plusieurs équations simultanées 
entre un pareil nombre d’inconnues peuvent être distin- 
gués en deux genres, suivant qu'ils admettent un nombre 
limité ou un nombre illimité de solutions. Dans le pre- 
mier cas, l'équation finale relative aux équations propo- 
sées doitévidemment être comprise dans l'équation finale 
qui serapporte au système composé d'équations générales, 
ên même nombre que les proposées, et respectivement de 
mêmes degrés que celles-ci. Dans le deuxième cas, il n’y 
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a plus, à proprement parler, d’équation finale; cepen- 
dant il peut arriver que, parmi les solutions des équa- 
tons proposées, solutions dont le nombre est, par hypo- 
thèse, illimité, 1l y en ait quelques-unes, en nombre fini, 
qui se distinguent des autres par une propriété particu- 
lière et dont la détermination mérite d’être l’objet d’une 
recherche spéciale; cette recherche conduira donc à une 
équation finale d’une nature particulière. Nous avons 
rencontré un exemple de ce cas (n°% 81 et 82) dans le pro- 
blème qui a pour objet la recherche des points d’intersec- 
uon de trois surfaces du deuxième degré qui ont une 
droite commune ou une conique commune. 


86. Soient, comme au n° 70, 
(1) Vies o 4 Vas 0 + MN Pere 


n équations générales des degrésm,,m:,..., m, respecti- 
vement entre les 2 inconnues 


et 
(2) Î{En) = 0 
l'équation finale du degré 

ILE mt; Mz., My: 


obtenueenéliminantz,,z:,...,z,_entreleséquations(r). 
On aura identiquement, comme on l’a vu, 


(3) fran) = Ti Vi Ta Vote ET Vs 


T,,T:,...,T, étant des fonctions entières des inconnues. 
‘On peut toujours faire en sorte que les coefficients de ces 
polynômes soient des fonctions entières des coefficients 
des équations (1), et nous admettrons qu'ils aient été ra- 
menés à cette forme, en sorte que f(z,) sera une fonction 
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entière de z, et des coefficients des équations (1). Rap- 
pelons encore que la méthode exposée au n° 73 donne le 
moyen de former lès #2 systèmes de solutions des équa- 
ions (1) qui répondent respectivement aux 72 racines 
de l’équation (2). 

Cela posé, donnons aux coefficients 


AMRTEC ris 
des équations (1) les valeurs particulières 
AU), BG), C0), ..., 
et soient 
+075 Le (0): (0) 20 
(4) MEME ON MENÉS De M'amiuNgsEeE 0 


ce que deviennent alors les équations (1). Désignons aussi 
par f(0)(z,), Ti”, les valeurs que prennent, dans la 


même hypothèse, les polynômes f(z,), T,,...; l’équa- 
uon (2) deviendra 
(5) FOHZz, 0, 


et l’on aura 
(6) J0{2,) Tv + TO. TO. 


Supposons d’abord que le premier membre de l’équa- 
on (5 )}ne se réduise pas identiquement à zéro. Il est évi- 
dent, par la formule (6), que les seules valeurs finies de 
linconnue z, qui puissent, avec des valeurs convenables 
desautres inconnues, constituer des systèmes de solutions 
pour les équations (4), sont les racines de l'équation (5), 
et celle-ci sera l'équation finale relative au cas particulier 
que nous considérons. 

Dans le passage des équations générales aux équations 
paruculières le degré de l'équation finale peut s’abaisser 
par l'évanouissementde quelques-uns des premiers termes 
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de la fonction f(z,); si ce degré se réduit à m—, l’é- 
quation finale (2) au racines qui deviennent infinies 
quand on fait tendre les coefficients À, B,..., vers les 
limites A(0), B(0),.... Il est essentiel de tenir compte de 
ces racines infinies et de ne point abaisser au-dessous 
de m le nombre des systèmes de solutions des équations 
proposées. Ces rm» systèmes de solutions nous sont don- 
nés par les formules des n°73 et 74; les formules (7) du 
n°73 suffisent toujours quand l’équation finale (5) n’a pas 
de racines égales ; autrement il faut avoir recours aux for- 
mules (8), (9), ... (n°74). Le cas où l'équation finale ac- 
quiert des racines égales mérite d'arrêter notre attention ; 
parmi les m7 systèmes de solutions des équations (4), il 
s’en trouve alors plusieurs qui fournissent la même va- 
leur pour l’inconnue z,. Il peut même arriver que À de 
ces systèmes coïncident entièrement, et, dans ce cas, ils 
constituent, pour les équations proposées (4), ce qu’on 
nomme une solution multiple d'ordre k. 

L’équation finale relative aux équations générales (r) 
nous donne ainsi la véritable équation finale qui se rap- 
porte aux équations particulières (4); mais, quand on veut 
obtenir celle-ci par une voie directe, il est essentiel de 
maintenir à chaque racine le degré de multiplicité qui 
lui convient. 


87. Supposons maintenant que la fonction f(z,) se 
réduise identiquement à zéro quand on fait À == A(0), 
B — B(),.... Nous poserons 


As AUS ES AU: ER Re RU MT CO GC ER COS 


.…., 


AU), B(), CU)... étant, ainsi quee, des constantes in- 
déterminées, en sorte que la généralité des équations (1) 
ne sera point altérée. En faisant cette substütution dans 
les polynômes V} et T; et en ordonnant ensuite les résul- 


SECTION I. —- CHAPITRE IV. 185 


Lats par rapport aux puissances croissantes de &, on aura 


Vi VE + e vi” 
et 


k 


\é et Le étant des polynômes indépendants de €. La 


fonction f(z,) prendra donc la forme 
f(zn) #18) (z,) te e f (1) (z2) — ja Cat (Zn) Ris eee 


Pa hypothèse, le terme f (0) (z,) est nul ; quelques-uns 
des coefficients des puissances de € peuvent aussi se ré- 
duire à zéro, mais ils ne peuvent pas tous s’évanouir, car 
l'expression précédente de f(z,) se rapporte toujours à 
un système d'équations générales. Désignons par f# (z,) 
le premier des coefficients qui sont différents de zéro, on 
aura alors identiquement 


FO(m)=0, Os) fo (s)= 0) 
et l'expression de f(z,) deviendra 
"187 = Em f.(u) (2 Het FEU) (3, ) 4 à 


en conséquence, l'équation finale relative au système gé- 
néral (1) prendra la forme 


fv) (z») + ef (+1) (z:) LME 0, 


Maintenant, pour passer des équations générales aux 
équations particulières (4), il suffit de faire tendre € vers 
zéro, et à la limite l'équation finale se réduira à 


ze 0: 


L'analyse qui précède nous conduit donc toujours à 
une équation limite, soit que les équations proposées ad- 
mettent des solutions-en nombre limité, soit que ces 
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équations constituent un système indéterminé, et ad- 
mettent en conséquence une infinité de solutions. 
Lorsque le premier cas a lieu, il y a pour les équations 
v 
proposées une certaine équation finale 


p(Zn) = 0, 


qui est indépendante des quantités arbitraires A(1/, BU}, 
C0... et dont le premier membre est évidemment un 
diviseur de f# (z,); on a donc 


Ras (z,) — 9 (2n)P (Zn }s 


D(z») étant une fonction entière de z, et des arbi- 
traires A1), BU)... | 

Lorsque les équations proposées admettent uneinfinité 
de solutions, il n'y a plus d’équation finale; l'équation 
limite 

Lex (z») "0 

correspond à ce qu’on nomme, dans la Géométrie, une 
enveloppe. Elle fournit les valeurs limites qui convien- 
nent à l’inconnue z,, dans le cas d’un système variable 
que l’on fait tendre, suivant une loi quelconque, vers 
un système composé d'équations indéterminées. 


88. Les considérations que nous venons de présenter 
peuvent se résumer par les propositions suivantes : 

Le degré de l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation de n —1 inconnues entre n équations algébri- 
ques quelconques à n inconnues est au plus égal au 
produit des degrés de ces équations. 

Dans le passage d’un système d'équations générales 
à un système d ‘équations particulières respectivement 
de mémes degrés, le degré de l'équation finale peut 
s’abaisser, soit par l'évanouissement de quelquestermes, 
soit par la suppression d’un facteur. | 
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Il serait facile d'établir par notre analyse que l’équa- 
on finale relative aux équations (4) peut toujours se 
mettre sous la forme 


: (0) (0) Ç D ) 
SV + SV +... +8, V0, 


S,, S2,..., Sn étant des fonctions entières. La détermina- 
tion directe de ces polynômes multiplicateurs, dans les 
différents cas qui peuvent se présenter, est le problème 
que Bezout s’est proposé de résoudre, et dont le déve- 
loppement forme l’objet de la Théorie des équations 
algébriques, que nous lui devons. La solution n’est pas 
exempte de difficultés, et l’application de la théorie est 
fort laborieuse; aussi nous n’entrerons à ce sujet dans 
aucun détail, et nous renverrons à la Section suivante, 
où l’on trouvera l'exposition d’une nouvelle méthode 
d'élimination. 

Il ne sera pas inutile, en terminant, de présenter un 
exemple simple dans lequel le degré de l’équation finale 
s’abaisse par la suppression d’un facteur. Je choisirai, 
à cet effet, le cas de deux équations du deuxième degré 
que nous avons déjà considéré au n°78. Les inconnues 
étant x et y, soient 


(1) Vi=P}? +Qy +R —=o, 
V=P'22+Q'y7 +R'—=o 

deux équations générales du deuxième degré; P et P 
sont des constantes, Q et Q” sont des fonctions linéaires 
de x, R et R’ sont des fonctions entières du deuxième 
degré. Les facteurs T,, T;, par lesquels il faut multiplier 
respecuvement V, et V;:, ont ici pour valeurs 


T;—=— (PQ —QP'}(P'y7+Q') — P'(RP' —PR'), 
TP (PO QP#}(P 7 #0) +P (RP'—PR'), 
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et le premier membre de ‘équation finale est 
(3) TiVi + Te V, — (PQ' — QP')(QR'— RQ’) (RP' —PR'}. 


Ce premier membre se réduit à zéro, ainsi que les poly- 
nômes T, et T,, lorsqu'on suppose P= 0, P'= 0. Po- 
sons, conformément à ce qui a été dit précédemment, 


SN A fire 


les formules (2) et (3) donneront 


! *% 
ms 
À 


= (PQ —p'Q)Q—El(P@— p'Q)p'7+p'(P'R—pR)], 
e ==+ (pQ'—p'Q)Q + e[(PpQ—p'Q)pr + p(p'R—pR)], 
et 
T; 


T; R' }? 
RNA NE = (np 0 p'OMOQRE ROSE pPER ARE 


Faisons tendre maintenant € vers zéro et désignons 


; | RP | TENTE 
par AAA Ve. ke SX les limites de V,, Ve, — et —, 


ë 


On aura 


) r 1) 
Ti = (pQ—p0)0, Te N20 Er 
CL 

TV Ty 201 AMONT ORNE 
Si l’on remplace dans cette dernière formule T° et T° 
par leurs valeurs, les deux membres contiendront le fac- 
teur pQ'— p'Q, et en supprimant ce facteur il viendra 

te Q' NAN fes Qv° Lu OR RQ" : 


A 


l'équation finale se réduit donc à 


QR’— RQ —0, 
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et, comme on le voit, elle s’est abaissée au troisième 
degré par la suppression d’un facteur. 

Si l’on suppose que x et y représentent des coordon- 
nées rectilignes, les équations proposées seront celles de 
deux coniques. L’équation finale que nous venons d’ob- 
tenir fera connaître les abscisses de trois des points d’in- 
tersection, mais les deux coniques doivent être regardées 
comme ayant un quatrième point commun situé à l’in- 
fini; l’ordonnée y de ce quatrième point est infinie, 
mais l’abscisse x est complétement indéterminée. 

L'existence de solutions indéterminées se manifeste 
même chez les équations du premier degré. Effective- 
ment, les deux équations 


ay+brx+c—o, ay +bx+c—o 
représentent deux droites qui deviennent parallèles lors- 
qu'on suppose a—0,æ=—0. L’ordonnée du point d’in- 
tersection est alors infinie, mais l’abscisse est indéter- 


minée. 


Théorème relatif au d egré de multiplicité des solutions 
de deux équations simultanees à deux inconnues. 


89. Il existe, à l'égard des solutions multiples d’un sys- 
tème d'équations simultanées, un théorème analogue à 
celui qui concerne les racines multiples des équations à 
une inconnue. Nous allons établir ici ce théorème en nous 
bornant au cas de deux équations à deux inconnues x et y. 

Soient 


(1) PRENOM EURE 0 
deux équations des degrés m et n respectivement et aux- 
quelles nous supposonsla plus grande généralité possible. 


Pour donner à ces équations RÉoaton TT XI, FT) 
il suffira d’assujettir les arbitraires contenues dans f et 
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aux deux conditions 
(2) To 0, ET Jo) 70: 


Cela étant, ordonnons f{x,7), F(x,7) par rapport à 
XI — Lo et DE 





uis posons 
P Ï 


Y—Yo=t(r—r) : 


il est évident que les premiers membres des équations (1) 
prendront la forme 
(3) (a, rx) ?1 (4 | +lx— x 0} 2 (#) AL CIE (e— F0)" Pm (2), 
Er PME (er) (ET +(z— 2) 9 2 (4 ]+...+r—2)"o,(t), 


0, (t), D,(t) étant des fonctions entières de £, la première 
du degré v etla seconde du degré y : dans ce qui va suivre, 
O i 5 ? q 
les indices et y pourront surpasser m et n respective- 
ment, mais dans ce cas on fera ®,.(1) — 0, P,(#) = o. 
Désignons par 
dx,» )=oo(t) + (x rot) +...+ (x —xo) at) 
Le Ne : 
une fonction entière arbitraire, d’un degré quelconque s, 
des deux variables x et y, et que nous ordonnons de la 
SRE | 


même manière que les fonctions feet F. On aura identi- 
quement 


(4) Fe, r)— fer) Ÿ (ere) Ti fr —20 Te. 
en posant, pour abréger, 
Ti=d(i —oo(t)m(é), 


TP) —[oo(t)gr(t) +ai(t)gi(e)], 
Ts (4) —[oo(t)ps(é) +oil(é)p(t) +at)oi(e)], 


s-15 0: jee tele NTM letter ee ea à BmUe)e fé ») sie) lee ere je « 161 8 5 5 d)e/ 016 eue Ua RS NT 


et si l’on dispose des arbitraires contenues dans les fonc- 
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uons f et F, ainsi que de celles contenues dans d, de ma- 
nière que l’on ait identiquement : 


(5) LD Sem à P T: — 0, PARA PTI 220; 
la formule (4) deviendra 
(6) F{x,r)—f(x,r)+ (e,r)= (x — 20) Ts + (rx — ro) Tres 


Cela posé, supposons qu’on veuille donner aux équa- 
tions proposées la solution x=x;,,7=— 71; il suffira que 
le second membre de la première formule (3) et celui 
de la formule (6) se réduisent à zéro pour x =x; et 

té Dust ; 
t ="; ces valeurs de x et de 4 devront donc satis- 
T; = To 


faire aux deux équations 


MU) re j'os (Eh 2m 0: 
Tr (x — ro) Try ÉOINER TER 


Mais, si l’on fait varier x, et y, de manière que ces 
quantités tendent vers les limites x, et yo, les deux 
conditions imposées aux arbitraires se réduiront à une 
seule à la imite, car il suffira que les deux équations 


soient satisfaites par la même valeur de t; cette valeur 
JA T0 
F4 


sera égale à la limite vers laquelle tend le rapport 
Li 4 À re Lo 


quand y,et x, tendent vers y, et x. Comme la première 
des équations précédentes est du premier degré, la con- 
dition dont nous venons de parler équivaut à celle de la 
divisibilité de T; par w,(t); enfin, parce que T;renferme 
le terme 54_,(t)#,(t) et que les conditions (5) laissent 
Gx_1 (4) indéterminée, on peut supposer cette fonction 
choisie de manière que l’on ait identiquement 


(7) List O. 


On voit donc que, si l’on dispose des quantités quires- 
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tent arbitraires de manière à satisfaire à l'équation (7), 
on augmentera d’une unité (n° 86) le degré de multipli- 
cité de la solution (xs, yo). 

Ilrésulte de là que les formules (5) donnent les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour que le degré de mul- 
üiplicité de la solution (x, 70) soit égal à k; ces mêmes 
formules expriment qu’il existe une fonction ÿ (x, y) telle, 
que l'équation (6) ait lieu identiquement. Il faut remar- 
quer que le polynôme F}; n’est pas divisible parpi(t), à 
moins que le degré de multiplicité de la solution (Xo90) 
ne soit supérieur à À; en outre il estévident qu'en dis- 
posant de la fonction indéterminée 5%_,(t), on pourra 
réduire T} à une constante différente de zéro. 





— Ÿ à 
Remplaçons t par sa valeur 17%, Ja formule (6) de- 
Re 


viendra 
(8) PRET oh) Lee PP AO 


x (x, y) étant, d’après ce que nous venons de dire, un 





polynôme de la forme 


(9) X (æ, 7) an GES X0)" + Der Low Zo )? ( — Y0)7, 





où Get G,,, désignent des coefficients constants et où le 
signe > embrasse un nombre limité de termes dans 


chacun desquels le degré p + 4 est supérieur à X. 

Nous emploierons les caractéristiques D,, D, pour re- 
présenter les dérivées de nos polynômes prises par rapport 
à x et à y respectivement; ainsiD,F{x, y), D,F(x, y) 
désigneront les dérivées de F(x, y) relativement à x et 
à y. Cela posé, si dans l'identité (8) on remplace x par 
x + h, et qu'on égale les coefficients de la première puis- 
sance de À dans les deux membres, il viendra 


(0) D,F(zx,r)—fx,r)Dat(x, ») — (x, ») Di (x, 7) = Dex (ze, y); 
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on aura aussi, en opérant de la même manière à l’égard 
de y; 
Ga) D,F(x,7)—f(xr) Did (er) — (x r)D, fe, 7) =D, x (x, 7). 
Nous poserons 
te ve D 2e 2 D2Fizsx) D, /'(x,y):D,F (x, #) 
et nous ferons en même temps, pour abréger l'écriture, 


VAE T) = D, f(x, 7 JD-Ÿ(z r)—-D; f(x, 7). D, FRA 
(er) =D, far) Dex (er) De far) Dyx(e y). 
Alors, en ajoutant entre elles les équations (1o)et{r1r)res- 
pectivement mulüpliées par+D,f(x,y)et—D,f{x, y), 
on trouvera 


(13) Fif(x,y)—f(r r)h(rr)=x(a y). 

Les termes du premier degré en x—xo ety—70 dans 
f(x, 7) ont pour somme (x—x,)9,(t), et la dérivée de 
cette somme par rapport à y est égale au coefficient g de t 
dans w,(t), coefficient que toute notre analyse suppose 
différent de zéro. Il en résulte que y,(x, y) contiendra le 
terme kgG(x—x,)"7! avec d’autres termes qui seront 
tous d’un degré supérieur à £—1 par rapport à x — x, et 
7 —); cette fonction y, (x, y) aura donc la forme 


(14) 117; 7) EH en HE, q ( T — 9 )P (y — Y0)7, 


Het H,,, étant des constantes, et la somme p-- 4 étant 





supérieure à À — 1. 

Les formules (13) et(14) montrent que (x, Yo) est une 
solution multiple d'ordre k—1 pourles équations simul- 
tanées 

PARENT IS" oO) SA GET D ere 
Ce résultat subsistera lorsqu'on donnera des valeurs par- 
ucubères aux quantités qui restent arbitraires dans F et 
dans /, lors même que ces valeurs feraient disparaître £ de 
S,— Alg. sup., I. 13 
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91 (t), pourvu cependant que 4, (t) ne se réduise pas à 
zéro. On évitera effectivement ce cas si l’on reprend l’ana- 
lyse qui précède, après y avoir changé les lettres x et y 
l’une dans l’autre. 

Mais, si p, (t) se réduit identiquement à zéro, la conclu- 
sion précédente ne peut pas être maintenue; dans ce cas, 
les deux équations 


DS LEP sr à 1 D HR rar 0 
admettent la solution x = xs, Y —=Y0- 
Comme rien ne distingue les équations (1) l’une de 


l’autre, on peut énoncer le théorème suivant que nous 
avions en vue : 


THéoRème. — Soient f(x, y)—0, F(x, y) =0 
deux équations simultanées, et F,(x,y) la différence 
D, ft, 7) De F(a,7)— De far) D, Fe y). Si 
les équations proposées admettent la solution x = xs, 
y—=7o avec un degré de multiplicité k, les équations 
Fi(x, y) =0, f(x, y) = 0 admettront la méme solu- 
tion avec un degré de multiplicité précisément égal à 
k— 1, à moins que cette solution n'appartienne aux 
deux équations D,f(x,y)—=0, D,f(x,y) —=o. Pa- 
reillement les équations Fi(x,y)= 0, F(x, y) =o ad- 
mettront la solution x =xo, y —=70 avec le degré de 
multiplicité k— 1, à moins que les deux équations 
D,F(x, y) =0o, D,F(x, y) = 0 n'aient cette méme 
solution. 

On voit que, dans tous les cas, une solution multiple 
des équations f(x, y)—=0, F{x, y) = o satisfait néces- 
sarement à l'équation 


Dyf(x, 7) DeF(r,r)—Dif(x, 7).D,F(x,7)= 0. 


90. La proposition que nous venons d'établir comprend 
le théorème qui se rapporte aux racines multiples des 
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équations à une seule inconnue; car, si on l'applique 
aux deux équations f(x) = 0, y = 0, dont la première 
a À racines égales à x,, elle indiquera que l'équation 
f'(x)—0o a A — 1 racines égales à xs. 

Mais le nouveau théorème n’a pas une étendue aussi 
grande que le premier, car nous avons exclu le cas d’une 
solution multiple qui satisferait aux quatre équations ob- 
tenues en égalant à zéro les dérivées relatives à x et à y 
des premiers membres des équations proposées. Ce cas 
est celui dans lequel la solution que l’on considère est 
une solution multiple de chacune des équations prises 
séparément. En effet, si l’on pose, comme au n° 89, 


Y—Yo—=t(rz— x), 


et que la fonction f(x, y) du degré m puisse se mettre 
sous la forme 


Die, To (x — xo)* xt) + + — ro)" om(t), 


ox (t) étant d’un degré égal à #, parmi les racines de 
l’équation 
ox(é) +... + te — Labbe 2 (4) 0: 


il y en aura * qui tendront vers des limites finies quand 
on fera tendre x vers xs, d’où il résulte que solutions 
de l’équation f(x, y) = 0 viendront se confondre à la 
limite avec la solution (x5, Yo). Si l’on suppose que x ety 
représentent des coordonnées rectilignes on pourra dire 
que le point (xs, yo) est un point multiple d'ordre pour 
la courbe représentée par l'équation f(x, y) = 0. 

Nous avons cru utile de faire cette indication, mais 
nous n’entrerons point dans l'examen des détails du cas 
singulier dont 1l vient d’être question. Remarquons seu- 
lement que, si deux équations 


fl r)=0, F(x,r)=0 
IC 
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admettent la solution (x,, y) avec le degré de multipli- 
cité À, mais que cette solution soit simple pour chaque 
équation prise séparément, on pourra remplacer l’une 
des équations par une autre pour laquelle la solution 
(Lo; Jo) ait le degré de multiplicité £. Il est évident, en 
effet, qu'à la dernière des deux précédentes équations 
on peut substituer la suivante : 


F(r, fe r)p{x 7]= 0; 


qui remplira la condition requise si l’on détermine la fonc- 
uond(x,7)comme on l’a expliqué au numéro précédent. 


Application de la théorie du plus grand commun divi- 
seur à la recherche des solutions communes à deux 
équations à deux inconnues. 


91. La théorie du plus grand commun diviseur fournit 
une méthode très-simple pour ramener la résolution de 
deux équations à deux inconnues à celle d’un ou de plu- 
sieurs systèmes dans lesquels l’une des équations ne ren- 
ferme qu’une seule inconnue. Nous allons exposer ici 
cette méthode. 

Soient 


(1) Vi = 0; NS 0 
deux équations algébriques entre les inconnues x et y. 


S1 les polynômes V, et V, sont décomposables en fac- 
teurs, de manière que l’on ait 


Vi == Vi ve). VI IV VON TE, 
il est évident que la recherche des solutions du sys- 


tème (1) se ramènera à celle des solutions des y Sys- 
tèmes 


2) v® = 0; \P2 — O, 
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les indices supérieurs 1 et j pouvant recevoir les valeurs 
1,2, ...,Hmet1,2,...,7% respectivement. 

Si les équations qui composent l’un des systèmes (2) 
rentrent l’une dans l’autre, ce système sera indéterminé 
et la même chose aura lieu à l’égard du système proposé. 

Si les équations (2) ne renferment l’une et l’autre 
qu’une seule inconnue, x par exemple, elles seront in- 
compatibles et elles ne fourniront aucune solution des 
équations proposées, à moins que leurs premiers mem- 
bres n'aient un diviseur commun. Alors, si l’on prend 
l’une des valeurs de x qui annulent ce diviseur commun, 
avec une valeur arbitraire de y, on satisfera évidemment 
aux équations (1); ce cas est compris dans le précédent. 

Si les équations (2) renferment seulement, l’une l’in- 
connue x, l’autre l’inconnue y, chacune d'elles aura 
autant de racines qu'il y a d'unités dans son degré, et en 
combinant successivement chaque racine x avec chaque 
racine y, on obtiendra tous les systèmes de solutions des 
équations (2). 

Enfin, si, l’une des équations (2) renfermant les deux 
inconnues, l’autre n’en contient qu’une seule, x par 
exemple, celle-ci admettra une ou plusieurs racines, et 
la première équation fournira une ou plusieurs valeurs 
de y correspondant à chaque racine x. La recherche 
des solutions des équations simultanées (2) n’offre donc 
alors que les difficultés du problème de la résolution 
d’une équation à une inconnue. 

En général, avant de procéder à la recherche des solu- 
tions des équations proposées (1), il conviendra de dé- 
barrasser leurs premiers membres des facteurs fonctions 
de x ou fonctions de y que ces polynômes peuvent ad- 
mettre. On appliquera à cet effet la méthode du n° 47; 
par exemple, pour avoir les facteurs de V, qui ne dé- 
pendent que de x, on ordonnera ce polynôme par rap- 
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port à y, ensuite on cherchera le plus grand commun 
diviseur de deux des coefficients, puis le plus grand 
commun diviseur entre ce premier plus grand commun 
diviseur et un troisième coefficient, et ainsi de suite. 
Cette opération ayant été exécutée, on sera ramené, d’a- 
près ce qui précède, au cas de deux équations dont les 
premiers membres n’ont aucun diviseur fonction d’une 
seule inconnue. 


92. On est naturellement conduit, comme on va le 
voir, à appliquer la méthode du plus grand commun di- 
viseur dans la recherche des solutions communes à deux 
équations. 

Soient 
(1) Yi 0, VS = 0 


les équations proposées entre les inconnues x et y. Con- 
formément à ce qui a été dit au numéro précédent, nous 
admettrons que les polynômes V, et V, n’ont aucun divi- 
seur Commun; ces polynômes ayant été ordonnés par rap- 
port aux puissances décroissantes de y, supposons que le 
degré de V, par rapport à y ne soit pas inférieur au degré 
de V:. Divisons V, par V, et désignons par Q, le quo- 
üent, par V; le reste de la division; on aura 


V, = Ne 0 SRÈVE, 


S1 la division n’a introduit aucun dénominateur fonction 
de x, Q, et V; seront des fonctions entières; par suite, 


les valeurs simultanées de x et de y qui annulent V, 


donneront 
V, — ve 


et, en conséquence, le système proposé {1) admettra les 
mêmes solutions que le système formé des équations 
(x Mines 0. 


qui est évidemment plus simple. 
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Supposons, d’après cela, que l’on opère sur les poly- 
nômes V, et V,, comme s'il était question de chercher 
leur plus grand commun diviseur; on sera conduit à une 
suite d’égalités telles que 


NAT DUT TS Ye) 
Va Vs Q: met 


Vos CE Vr Va nié Vz ; 


Va, V:,... V, sontdes fonctions entières de y dont les 
degrés formeront une suite décroissante, et la dernière 
fonction V, est indépendante de y. Si aucune des divi- 
sions qu'on vient d'exécuter n’a introduit de diviseurs 
fonctions de x, en sorte que Q,, Q:,..., Q, soient des 
fonctions entières de x et de y, ainsi que V;,, V,,...,V,, 
il est évident que les solutions du système (1) seront les 
mêmes que celles du système 


(3) ND VE 0: 


1 


dans lequel l’une des équations ne renferme que l’in- 
connue x, et celle-ci sera l’équation finale qui résulte de 
l'élimination de y entre les proposées. 

Mais, le plus souvent, la recherche du plus grand 
commun diviseur des polynômes V, et V, introduit des 
dénominateurs fonctions de x; dans ce cas, les conclu- 
sions précédentes ne subsistent pas. Si, par exemple, la 
division de V, par V, introduit de tels dénominateurs, 


N ; 
le quotient Q, sera de la forme < N et D étant des fonc- 


tions entières; on aura 
N 
Vi = Ve D + V3, 
et l'égalité V, = V; n'aura plus lieu nécessairement pour 
les valeurs de x et y qui annulent V;, parce que le dé- 
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nominateur D peut alors se réduire aussi à zéro. Tou- 
tefois, on évitera les dénominateurs fonctions de x, si, 
avant de commencer la division, on multiplie le poly- 
nôme V, par une fonction entière X de x, convenable- 
ment choisie; on aura alors 


AVI Vo QUEEN 


Les solutions des équations V, — 0, V: — o sont com- 
prises parmi celles des équations V: — 0, V; — 0; mais 
ces dernières admettent en outre les solutions des équa- 
uons X—o, V:—o; donc, quand on remplacera le 
système (1) par le système (2), on ne supprimera aucune 
des véritables solutions, mais on pourra en introduire 
qui soient étrangères à la question. 

Il était important d'éviter ces solutions étrangères in- 
troduites par la méthode du plus grand commun diviseur. 
M. Labatie a fait connaître en 1832 un théorème que 
nous allons exposer et qui remplit cet objet de la manière 
la plus heureuse. 


Théorème de M. Labatie. 


93. Soient V, et V, deux fonctions entières de x et 
de y qui n'ont pas de diviseur commun et qui ne ren- 
ferment aucun facteur indépendant de y; ordonnons 
Viet Vs par rapport d J et opérons Sur" CES polynômes 
comme s'il était question de chercher leur plus grand 
commun diviseur, en ayant soin : 1° de multiplier cha- 
que dividende par une fonction entière de x, choisie de 
manière à éviter les dénominateurs fonctions de cette 
inconnue; 2° de débarrasser chaque reste des facteurs 
indépendants de y qu'il peut avoir, avant de le prendre 
pour diviseur. 

Soient ui, Us, ..., un les multiplicateurs ainsi em- 
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ployés, Qi, Q:, ..., Q, les quotients obtenus dans les 
divisions successives, et Vav,, Vivs,..., ViiiVn_1, Vnles 
restes de ces divisions ; le dernier reste v, est indépen- 
dant de y, et, dans ceux qui le précèdent, v,,v5,..., vn_ 
désignent des facteurs fonctions de x seule, de manière 
que V3, V;,..., V,.,, ne renferment aucun facteur in- 


dépendant de y. 


Soient encore d, le plus grand commun diviseur de 
pus £ 











* uj;u : HS Us 
Dr de décelde--%elde ÿ:, di celubde : — 
d, did 
s TYNTPMPNRT Pa 
énHous tuutr celui de"? TE el de var 
0 9 ? 7 d,d,. É DE 7 


Cela posé, on obtiendra toutes les solutions com- 
munes des deux équations 


(1) V== 0: Vs 


SD, 





sans aucune solution étrangère, en prenant les solutions 
de chacun des n systèmes 








V: = O V: — 0 IVe — O Vu — O0 

(2 ] P; ? (SAS L [OR AIO MES : 
0 er Q a) _— —— () 
di d; d, da 


On a les égalités 

/ LU; V, —— V; Q; —- Va V1; 
Uo V: — Va Q; ms \'A Pa, 

JuaV: = V, Q, + Ve, 


NV Es VAN Par 


| Un Vtt r rien 
qui seront toutes comprises dans la suivante : 
Lo V, Ne Vo Q: x Vi+s Pas 


si l’on attribue à y toutes les valeurs 1, 2, ..., 7 et que 
1 , \ ? EP 
l’on prenne V,.,: égale à l'unité. 
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Les multiplicateurs u, peuvent être choisis de ma- 
nière que u, et s, n'aient aucun diviseur commun; par 
exemple, si le plus grand commun diviseur d, de u, et de 
y, ne se réduit pas à l’unité, le produit V, Q, sera divi- 
sible par d,, d’après la première des égalités (3), et ce 
produit s’annulera si l’on prend pour x l’une des racines 
de l’équation d, — 0; mais le polynôme V, ne peut être 
nul, puisqu'il n’a aucun diviseur indépendant de y; donc 
il faut que Q, s’annule, et en conséquence Q, est divi- 
sible par d,, quel que soit y. Il résulte de là qu’au lieu 


du muluplicateur w, on aurait pu choisir —: dans les ap- 


5: ; 
plicauions du théorème de M. Labatie, il conviendra tou- 
jours d'adopter les multiplicateurs les plus simples; ce- 
pendant la démonstration que nous allons présenter ne 
suppose point que l’on ait pris cette précaution. 

Si, entre les p — 1 premières des égalités (3), on él- 
mine Vo, V3,..., V,_,, il est évident que le produit 
Uiuo...u,_, V, se trouvera exprimé par la somme des 
polynômes V,, V,,,, multipliés chacun par une fonction 
entière, et 1l est facile de voir que, si l’on divise par 
LI HR EL 


,— l'égalité ainsi obtenue, elle prendra la forme 


Hi Uye ee Un Ou 
(4) As Pr: Sarre Ga Va + Gye Vas din | 


1 


CNCL en désignant des fonctions entières. D’abord, 
pour u — 2, cette formule devient 


u 
— Vi =G:; Ve + GVs— 
di di 
et elle coïncidera avec la première des égalités (3), sil’on 


divise celle-ci par d, et que l’on pose 


(5) LrHI LS Gi 5 
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cette valeur de G, est entière, car, ainsi que nous l’avons 
montré plus haut, Q, est divisible par d,. D’après cela, 
pour établir la formule (4), il suffit de montrer que, si 
elle a lieu pour une valeur de uw, elle subsiste encore pour 
la même valeur augmentée de r. À cet effet, multiplions 
la formule (4) par . et remplaçons ensuite u, V, par sa 
(5 


valeur tirée des égalités (3), savoir 
Un ve a Vtt Q. -® Vito Pa ; 
si l’on pose, pour abréger, 


Gy-1 Q RARE À 
6 — p—1 (L 2 1 
(8) G PUR Pie 


p—1 pe 


il viendra 
ne Vi = Gy Vuxi + Gi Vie a ; 

par hypothèse, G,_, est une fonction entière; done, à 
cause de la précédente égalité, le produit G, V,,, est 
pareillement une fonction entière, ce qui exige que G, le 
soit aussi, puisque V,.,, n’a pas de facteurs indépendants 
de y. La formule précédente se déduit de la formule (4) 
en remplaçant p par u +1: donc notre assertion se trouve 
justifiée. En même temps, on voit que les fonctions Ge, 
G3,...seront données successivement par la formule (6), 
en partant des valeurs connues de G, et de G. 

Le polynôme V, est lié aux fonctions V, et V,,, par 
une relation analogue à la formule (4). On a effective- 
ment 


(1) CSV EE 
À 


ss em. 
Li VA PNES is ss pe dE à Ses ne: 


di 1 


Ha et, fl 


,— désignant des fonctions entières. Cette 
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formule se déduit de la formule (4) en changeant dans 
celle-ci V, en V, et en remplaçant la lettre G par H; 
donc le raisonnement qui a servi pour établir la for- 
mule (4) prouve que, si notre nouvelle assertion s’ap- 
plique à une valeur de p, elle subsiste pour la même va- 
leur augmentée de 1. Le même raisonnement montre 
encore que l’on a 


He 0;: Hs, à pt 


d 3 # 





4 


(8) Hd, en ER d, 
Or la formule (7) se réduit à une identité, pour pu — 
si l’on fait 


(9) He0) (Hi 


donc elle est générale, et en partant des valeurs (9) de 
Het de H,, la formule (8) déterminera toutes les fonc- 
ions entières H,. 

En retranchant les égalités (6) et (3) l’une de l’autre, 
après les avoir multipliées respectivement par H,_, et 
G,_,, on obtient 


G,H,-_; MAR Tr Cor Se COL | à Face Es H,_,G. 9 \ ; 
remplaçons w successivement par 2, 3,...,u et multi- 
plions entre elles les x — 1 égalités résultantes, 1l viendra 


Uo Us 9, LPS EEE 
Gu LE ar Fin À à M CI = et D (G: H, — HT, Go) . * . A ve k 
1 Î 





u, à cause des formules (5) et (9), 


U; U; …. Us, Le [Œ AE Out 
TONNES TiE Che 
) pin PU | } d, d, Mere dd, ARR 





Enfin, si l’on retranche les formules (4) et (7) l’une 
de l’autre, après avoir multiplié la première par H,_, 
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et la seconde par G,_,, 1l viendra 


TER PONRE 7 Ar 


ad 0, 
pie 
ne (Gi H,._> rÿe Guy H,_; |] Va me + 


D 
p—1 





(Hi Vi — Gui V2) 





et, ayant égard à la formule (10), on aura simplement 


{ 


(11) Hi Vi— Gi Vo=(—i =. — 


en particulier pouru=n-+1,0na 


(12) pce: 

Les formules (4), (7), (11) et (12), que nous venons 
de tirer des égalités (3), fournissent immédiatement la 
démonstration du théorème de M. Labatie. 

LUS Ua à AN 
d AIDE AS AE FE n ayant au- 


cun diviseur commun, les formules (4) et (7) montrent 





En effet, les fonctions 


que les valeurs de x et de y qui annulent V, et 


[2 bus , Li 
at annulent nécessairement V, et V,; donc, en pre- 
p—1 


mier lieu, toutes les solutions des divers systèmes (2) 
sont des solutions des équations (1). 

En second lieu, si des valeurs simultanées de x et de y 
annulent V, et V:, la valeur de x annulera, d’après la 


Y . . p., [Œ [Q 
formule (12), l’une au moins des fonctions —, —, ..., —. 
di do de 


Si la première de ces fonctions s’annule, les valeurs de 
x et de y que nous considérons seront des solutions 
du premier système (2e supposons généralement que 
A soit la première fonction qui s’annule; alors la for- 
mule (11) montre que V,,, doit s'annuler, et en consé- 
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quence les valeurs de x et de y qui, par hypothèse, satis- 
font aux équations (1), satisferont également à celui des 
systèmes (2) qui occupe le piè"° rang. Donc : toutes les 
solutions des équations (1) satisfont à l’un au moins 
des systèmes (2), ce qui achève la démonstration du 
théorème énoncé. 

Remarque. — Le théorème de M. Labatie donne les 
diverses solutions des équations proposées, avec le degré 
de multiplicité qui leur convient; mais cette proposition 
nouvelle ne me parait pas avoir une importance assez 
grande pour que je m'arrête à en présenter la démonstra- 
tion. 


94. Le théorème qui précède se rapporte exclusivement 
aux solutions finies et déterminées des équations propo- 
sées. Pour avoir les systèmes de solutions déterminées 
dans lesquelles la valeur de y est infinie, 1l suffit d’or- 
donner les équations par rapport aux puissances décrois- 
santes de y, et de chercher le plus grand commun divi- 
seur entre les coefficients du premier terme de l’une et 
de l’autre équation. On égalera ce plus grand commun 
diviseur à zéro, et les racines de l'équation obtenue se- 
ront les valeurs cherchées de x. 

On procédera d’une manière semblable pour trouver 
les solutions dans lesquelles la valeur de x est infinie. 


Application de l'élimination à la transformation des 
équations. 


95. Le problème que l’on a en vue, dans la trans- 


formation des équations, peut être énoncé de la manière 
suivante : 


Etant donnée une équation f(z)=— 0 du degré m, 
dont les racines sont représentées par z,, 25, ..., 2m, for- 
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mer une équation F (u) = 0 dont chaque racine u $ EX- 
primeparune fonctionrationnelle données(z,,2:,...,2,) 
de p racines de la proposée. 


Il est évident que la solution de ce problème s’obtiendra 
en éliminant les u quantités z,,Z:,...,z, entre lesu+1 
équations 


u — (2, Boy + es aile 


En traitant la question à ce point de vue, chacune des 
TaCIneS Z4, Zo, ---, Z, est considérée comme ayant mn 
valeurs différentes, et, par suite, u doit avoir en général 
m* valeurs distinctes; l’équation finale en w sera donc 
du degré m*. Il en résulte que, si l’on s'impose la con- 
dition que les quantités z,, z:, ..., z, soient distinctes, 
sauf le cas où la proposée aurait des racines égales, on 
obtiendra une transformée qui sera compliquée de solu- 
tions étrangères à la question. On peut cependant, dans 
chaque cas, diriger le calcul de l'élimination de manière 
à éviter ces solutions étrangères, mais le plus souvent il 
est préférable de résoudre le problème de la transforma- 
tion par une autre méthode qui sera exposée dans la 
Section Il. Nous nous bornerons ici à présenter deux 
exemples. 


96. Progciime |. — Ætant donnee une équation 
f(z) = 0 du degré m, former une équation F (u) — 0 
dont les racines soient les sommes prises deux à deux 
des racines de la première équation. 


Désignons par z et par z, une racine quelconque de 
l'équation f(z) — 0. D’après ce qui a été dit plus haut, 
l'équation en uw sera le résultat de l'élimination de z et z; 
entre 

M0, Jim} o, ur z +7, 


208 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


ou le résultat de l’élimination de z entre les deux 


Pr) 0, Alu — 323) —'0. 


Mais ce système peut lui-même être remplacé par le sui- 
vant, 


f(z)=0, f(u—:)—f(z:)=0, 


dans lequel la deuxième équation a pour premier membre 
le produit de deux fonctions entières, savoir 


De 


C9 77; 


Il s'ensuit que l’équation finale en u, relative aux deux 
équations qui précèdent, sera le produit des deux équa- 
tions finales qui se rapportent respectivement aux deux 





systèmes 

(1) fine, IE Lo 
EL 

(2) Tia) 0, UE 22 0; 


L'équation qui résulte de l’élimination de « entre les 
équations de ce dernier système est 


(- 


et elle a pour racines les doubles z +-2,z, +-2,,... des 
racines de l'équation proposée. Comme on a 


J{u=—z)—f(2) 


UD; 


= f"(z)- elite ici 


12... 








on voit que l'équation demandée s’obtiendra par l’élimi- 
nation de w entre les deux équations 
(u— 23)" 


(3) {ao Pa + Se) + IT pr (2) 0; 


12%.0.71 
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quant au degré de cette équation, on voit a priori qu'il 
doit être égal au nombre des combinaisons de m choses 
m (m — 1) 








deux à deux, c’est-à-dire égal à 


2 
S'il s’agit de l’équation du deuxième degré 





f(z)=#+pz+g=o, 
on aura 
As RUN) S. 


La deuxième des équations (3) se réduit à 
Ur p—= O0, 


et, comme elle ne renferme pas z, elle n’est autre que 
l'équation demandée; ce résultat est évident. 

Dans le cas du troisième degré, la méthode générale 
est susceptible de simplification; car, soit l’équation 


f(z)=À+pr+qgz+r—=o, 
et désignons par z, z,, z: les trois racines. Si l’on fait 
Z, +2: = u, On aura z==—u—p, et, par suite, 
(Eu p}—0; 
cette équation est précisément la transformée demandée. 


97. ProgzÈme Il. —— tant donnee une équation 
f(z) = 0 du degré m, former une équation F{u) == 0, 
dont Les racines soient les différences deux à deux des 
racines de la proposée. 


Désignons comme précédemment par 3 et par z, une 
racine quelconque de l’équation f(z) — 0; l'équation 
en u s'obtiendra en éliminant z et z, entre 

flo, f(u)=o, = —3, 
ou, en éliminant z entre les deux 


MA 0, Su z) <o: 


S., Alg. sup. — I. 1/ 
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Remarque. — Soit f(z) une fonction entière de z, à 
coefficients réels ; si l’on pose zx +7 ÿ—1etquel’on 
fasse 


F(r+rV—i)= ete r)+V— iv (ar), 
© et Y étant des fonctions réelles, on aura aussi 
fie y Vi) play) = VE (er). 
Cela étant, si l’on considère les équations simultanées 
g(x,r)=0, Ÿ(xr7)—o, 


et que l’on élimine successivement entre elles les incon- 
nues æ et y, il est évident que l’équation finale en x ne 
sera autre chose que l’équation aux demi-sommes des ra- 
cines de la proposée, tandis que l’équation finale en y sera 
l'équation aux quotients par 2 Vs des différences des 
mêmes racines. Effectivement, les deux équations qui 
précèdent équivalent aux deux suivantes : 


———\ ———— 


fe yN x) =0, f(x ya) =0; 
qui expriment que & -i- y er et x —7 VE sont des 
racines de f{z)=—=0: 


Sur la recherche des diviseurs des fonctions entières 
d’une variable. 


98. Toute fonction entière f(z) d'une variable z est 
le produit de facteurs linéaires de la forme z—z,; la 
recherche de ces facteurs linéaires équivaut à la résolu- 
tion de l'équation f(z}— 0, car la condition pour que 
z— 72, Soit un diviseur de f(z) est f(z,;)—o. Si la 
fonction f(z) est du degré m, elle admettra évidemment 
autant de diviseurs du degré que l’on peut former de 
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combinaisons avec les m1 facteurs linéaires pris 4 à u; ce 
nombre de combinaisons est égal à 


mim—1)...{m—u+1) 


A 





UE pe 





Pour trouver les diviseurs dont il s’agit, on effectuera 
la division de la fonction f(z) par un polynôme (z) du 
degré u, dans lequel les coefficients soient indéterminés, 
et l’on égalera à zéro le reste du degré u —— 1 que l’on aura 
obtenu; on formera ainsi w équations qui serviront à 
déterminer les x coefficients du polynôme ®(z). Si l’on 
veut avoir l'équation de laquelle dépend l’un de ses coef- 
ficients, 1l faudra procéder à l'élimination de tous les 
autres, et l’on trouvera une équation finale dont le degré 
devra être égal à M. À chacune des M racines ‘de cette 
équation finale correspondra un diviseur de degré p du 
polynôme f(z), en sorte que les valeurs des coefficients 
éliminés devront être déterminées complétement par le 
moyen des équations de condition. 

Lorsqu'on a p == 1 oup==m —1,le nombre M est égal 
à m; mais dans tout autre cas on a M © m, en sorte 
qu’en général la recherche des diviseurs d’un degré dif- 
férent de r ou de »m —1 dépend d’une équation dont le 
degré est supérieur à celui de la proposée. 

Au lieu de procéder comme nous venons de l'indiquer, 
on peut écrire que le polynôme donné f(z) est le produit 
de deux polynômes w{z), Y(z) des degrés pet m—# 
respectivement, etdanslesquelstousles coefficients soient 
indéterminés ; on formera ainsi m# équations de condition 
entre les m coefficients indéterminés, et l’on obuendra 
ensuite, par l’éliminatién, l'équation de laquelle dépend 
l’un des coefficients du polynôme æ(z). 

Soit le diviseur 


p(z) = Ma tt + Qt 22 D, Ha 2 + a, 
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Remarque. — Soit f(z) une fonction entière de z, à 
coefficients réels; si l’on posez x-+74—1etquel'on 
fasse 


Fir+y Vi) (er) + Nr 4x, 7), 


® et Ÿ étant des fonctions réelles, on aura aussi 


Pl = NE) ga) = VE (er. 
Cela étant, si l’on considère les équations simultanées 


pe PE on Et 0! 


et que l’on élimine successivement entre elles les incon- 
nues æ et y, il est évident que léquation finale en x ne 
sera autre chose que l'équation aux demi-sommes des ra- 
cines de la proposée, tandis que l’équation finale en y sera 


l'équation aux quotients par 2 V— : des différences des 
mêmes racines. Effectivement, les deux équations qui 
précèdent équivalent aux deux suivantes : 


es ——— . 


f(x + Y Ve ti 0) f(x — YV—1) =0, 


qui expriment que & -:- y AT etx--y en sont des 
racines de f(z) — O0. 


Sur la recherche des diviseurs des fonctions entières 
d’une variable. 


98. Toute fonction entière f(z) d’une variable z est 
le produit de facteurs linéaires de la forme z—3,; la 
recherche de ces facteurs linéaires équivaut à la résolu- 
on de l’équation f(z)— 0, car la condition pour que 
z— 73, soit un diviseur de f(z) est f(z,;)—o. Si la 
fonction f (z) est du degré m, elle admettra évidemment 
autant de diviseurs du degré p que l’on peut former de 
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combinaisons avec les 1 facteurs linéaires pris y à p; ce 
nombre de combinaisons est égal à 


mim—1)...{m—u+#1) 


M==— 
At prten, 7 





ha ÿ 


Pour trouver les diviseurs dont il s’agit, on effectuera 
la division de la fonction f(z) par un polynôme @ (z) du 
degré p, dans lequel les coefficients soient indéterminés, 
et l’on égalera à zéro le reste du degré u —— 1 que l’on aura 
obtenu; on formera ainsi w équations qui serviront à 
déterminer les a coefficients du polynôme o(3). Si l’on 
veut avoir l'équation de laquelle dépend l’un de ses coef- 
ficients, 1l faudra procéder à l’élimination de tous les 
autres, et l’on trouvera une équation finale dont le degré 
devra être égal à M. À chacune des M racines de cette 
équation finale correspondra un diviseur de degré x du 
polynôme f(z), en sorte que les valeurs des coefficients 
éliminés devront être déterminées complétement par le 
moyen des équations de condition. 

Lorsqu'on a p == 1 oup==m —1,le nombre M est égal 
à m; mas dans tout autre cas on a M >> 7», en sorte 
qu’en général la recherche des diviseurs d’un degré dif- 
férent de 1 ou de 77 — 1 dépend d’une équation dont le 
degré est supérieur à celui de la proposée. 

Au lieu de procéder comme nous venons de l’indiquer, 
on peut écrire que le polynôme donné f (3) est le produit 
de deux polynômes w(z), d(z) des degrés p et m—1 
respectivement, etdans lesquelstousles coefficients soient 
indéterminés ; on formera ainsi nm équations de condition 
entre les m coefficients indéterminés, et l’on obuendra 
ensuite, par l’éliminatién, l'équation de laquelle dépend 
l’un des coefficients du polynôme ®(z). 

Soit le diviseur 


Q(2] = rat to? 22 D Luz + as 
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il est évident que —«, est la somme de u races de 
l'équation f (z)— 0; donc l'équation finale de laquelle 
dépend — x, coïncidera avec l’équation aux sommes des 
racines de f(z) — 0, prises p à p. Ainsi, en particulier, 
pour avoir l’équation aux sommes des racines deux à 
deux d’une équation f(z) — 0, il suffira d'exprimer que 
2? —uz + q est un diviseur de f(z); on trouvera ainsi 
deux équations de condition entre u et qg, et par l’élimi- 
nation de g on conclura l'équation demandée. 


99. Bien que la recherche des diviseurs du deuxième 
degré d’un polynôme f (z) dépende toujours d’une équa- 
ion de degré supérieur au degré de f(z), il existe un 
cas remarquable dans lequel cette équation s’abaisse et 
devient ainsi plus facile à résoudre que l’équation 
f(z) = 0. Le cas dont je parle est celui où le polynôme 
f(z) est du quatrième degré. 

Soit 

f(z)= 2 +P2 + Q2 + Rz+S, 


et désignons par 
2° + pz + q 


un diviseur de f(z). La quantité p dépendra d’une équa- 
uon du sixième degré; mais je dis que, si l’on fait dispa- 
raître le deuxième terme de cette équation, le quatrième 
et le sixième disparaîtront aussi, en sorte que l’équayon 
transformée ne renfermera que des puissances paires de 
la nouvelle inconnue p', et qu’elle s’abaissera au troi- 
sième degré en posant p'?— y. 

En effet, désignons par z,, z°, z3, z, les quatre racines 
de l'équation f(z)=— 0. Les six racines de l'équation en p 
seront 

— 7j — 22) — 2j — 23, — 7%] — 2, 


2 dt ARS anntt Dune TONRN  7e 
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etleur somme sera égale à — 3 (31 3e + 23 + 7, ), c’est- 
à-dire égale à + 3P. Pour faire disparaître le terme du 
cmquième degré dans l’équation en p, il faut donc poser 


d’où 


(z1 —— Z2 —- Z3 —— z,) AD 


Dim Die plie RD 


D | — 


(pts me ag 2), 


et l’on voit que ces valeurs sont égales deux à deux et de 
signes contraires, comme nous l’avions annoncé. 

Ce qui précède conduit à une conséquence importante, 
ainsi qu’on le verra dans la suite de cet Ouvrage. 


Sur l’abaissement des équations. 


100. Une équation f (z)— o est susceptible d'abaisse- 
ment lorsqu'elle ne renferme que des puissances de z 
dont l’exposant est divisible par un même nombre 7; 


effectivement, si le degré est désigné par mn, l'équation 
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s'abaissera au degré m en posant z° = x; nous avons vu 
aussi comment on peut toujours abaisser le degré des 
équations réciproques. Enfin on produira l’abaissement 
d’une équation toutes les fois que l’on parviendra, par 
une voie quelconque, à décomposer son premier membre 
en deux facteurs. Cela arrivera, par exemple, si l’on sait 
que l’équation f(z)— 0 a des racines communes avec 
une autre équation F(z)— 0, à moins qu’elle n’ait toutes 
ses racines communes avec celle-ci, 

Nous sommes ici conduit à présenter une définition 


qui a une grande importance dans l’Algèbre. 


Dérinirion. — Une fonction entière f (z) est dite irré- 
ductible lorsqu'elle n'admet aucun diviseur rationnel. 

Une équation est dite irréductible quand son premier 
membre est une fonction irréductible. 


Mais 1l nous reste à expliquer ici ce que nous enten- 
dons par diviseur rationnel, et en général par quantité 
rationnelle. 

S1 les coefficients de la fonction f (z) sont des nombres 
rationnels, un diviseur rationnel est simplement celui 
dans lequel tous les coefficients sont des nombres ra- 
tionnels. | 

Pour embrasser tous les cas, supposons que les coeffi- 
cients de f(z) soient des fonctions rationnelles de quan- 
tites quelconques, qu’on regarde comme connues; nous 
nommerons diviseur rationnel de f{(z) tout diviseur, 
fonction entière de z, dont les coefficients sont des fonc- 
tons rationnelles des quantités connues. Généralement, 
toute fonction rationnelle des quantités connues sera 
dite une quantité rationnelle. Dans le cas d’une fonction 
dont les coefficients demeurent indéterminés, les quan- 
tités connues ne sont autre chose que les coefficients 
eux-mêmes. 
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La définition qui précède s'étend d'elle-même à une 

fonction entière de plusieurs variables. 

Il faut remarquer qu’une fonction entière ou une équa- 
ion peut être réductible ou irréductible, suivant la nature 
des quantités regardées comme connues. Par exemple, 
l'équation z? — 2 — o est irréductible, tant qu’on ne re- 
garde comme quantités connues que les nombres ration- 
nels; mais, si parmi ces quantités on fait figurer les 
racines carrées des nombres rationnels, l'équation se 
réduira, car son premier membre se décomposera dans 


les deux facteurs z — V2 et z°+ V2 À 

THÉOREME. — Stf(z) — © est une équation irreduc- 
tible, F(z) une fonction rationnelle, et que l'équation 
F(z) = o admette une racine z, de f(z) — o, elle ad- 
mettra aussi toutes les autr'es. 


Soit, en effet, 


nù 


(z) 
HAE — 9 


(3) 


Q et Ÿ désignant des fonctions entières ; la racine z, sera, 


6 


| 
| 


La. 


<< 


par hypothèse, commune aux équations 
f(z)=0, p(z)—0; 


et cela exige que le polynôme 9{z) soit divisible par 
f(z), car autrement il y aurait un diviseur commun à 
ces polynômes, et l’équation f (3) — o ne serait pas 1rré- 
ductible. Soit donc 


p(z) (21 5 (3), 


on aura 





F(z) — PTE TAN 


et, par conséquent, l’équation F (3) — o admettra toutes 
les racines de f(z)— o. 
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101. Il est quelquefois possible d’abaisser une équa- 
tion dont deux racines sont liées entre elles par ‘une 
relation donnée, et la voie de l’élimination peut être 
employée à cet effeL. 

Soit effectivement 


(r) f(z) 10 
une équation du degré m, dontz, z,,...,2z»_, désignent 


les m racines, et supposons que l’on ait entre deux de 
ces racines la relation 


p(z, 4) —0, 


dans laquelle o désigne une fonction entière. On pourra 
éliminer z, entre cette équation et l'équation 


f(z) —z O, 
et l’on obtiendra ainsi l'équation finale en z, 
(2) F (z) 10. 


Si l'équation proposée est irréductible, la fonction 
F(z) sera divisible par f(z) d’après le théorème du 
n° 100, et l’équation précédente ne sera d’aucun'usage. 
Mais, si l'équation proposée est réductble, 1l pourra 
arriver que quelques-unes des racines de l’équation (1) 
n'appartiennent point à l'équation (2); dans ce cas, les 
polynômes f(z) et F(z) auront un plus grand commun 
diviseur Ÿ (z) différent de f(z), et l’on pourra en consé- 
quence décomposer la fonction f (z) en deux facteurs, 
l’un et l’autre rationnels, dans le sens qui a été indiqué 
au numéro précédent. 

Supposons, par exemple, que l’équation 


f(z) = 0 


ait deux racines z et z, dont la somme soit égale à une 
quantité donnée a. On cherchera le plus grand commun 
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diviseur Ÿ (z) des polynômes f(z) et f(a— z), et l’on 
décomposera ainsi f(z) en deux facteurs. S’il n’y a que 
deux racines z ‘et z, qui soient liées ‘par la relation 
z+z, —=a, le polynôme {(z) sera évidemment du se- 
cond degré; il sera d’un degré supérieur à 2, s’il existe 
plusieurs couples de racines telles, que la somme des 
racines de chaque couple soit égale à a; enfin il sera du 
premier degré, si l'équation proposée a une racine égale à 


1 s . . 5 
; met qu'il n’existe point de couples de racines dont la 


somme soit égale à a. Le plus grand commun diviseur 
entre f(z) et f (a — z) peut être égal à l’un ou à l’autre 
de ces polynômes, et cela arrivera nécessairement si la 
fonction f (z) est irréductible; dans ce cas, l’équation 
proposée ne change pas quand on change z en a—z, et je 
dis qu’elle estsusceptible d’abaissement. En effet, posons 


et 


on aura 


donc l’équation transformée 
| F (u) = (0) 


ne:changera pas par le changement de u en —u. Si l’on 
supprime les racines nulles que cette équation peut avoir, 
elle ne renfermera plus que des puissances paires de u et 
on l’abaissera en posant u? = v. 

Le cas d’une équation f(z) — 0, dont deux racines sont 
liées par la relation zz, — 4, donne lieu à une discussion 
toute semblable. 
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Il ne sera pas inutile de présenter, en terminant, 
l'exemple d’une équation irréductible dont deux racines 
soient liées entre elles par une relation simple. 1h équa- 


uon 
f(s)= + 27—1=0, 


. . Ù or 
qui a pour racines les doubles des cosinus des arcs — ;, 


4r 6 


7 
racines, On à 


— I I 
= ——9 Z—=— | 1+-—)};: 
Ho Z 


et si l'on forme les expressions de f(z,), f(z>), on 
trouvera 


AD rome ns 


ae z)° 


z, z, et z: désignant les trois 








ù 


5 ; fÛre) == (z). 


Nous nous sommes borné au cas où l’on a une relation 
entre deux racines de l’équation proposée. Si l’on avait, 
entre uw racines, g étant > 2, la relation 


p(z, 2j; Zo ...) LALR"S) ns O, 


on pourrait éliminer U—1 racines en faisant intervenir 
U—1 des équations 


JE) RO PEN 0, NL ECRIRE 


et il en résulterait diverses équations finales qui auraient 
nécessairement des racines communes avec la proposée. 
Mais, comme dans le cas particulier que nous avons exa- 
miné précédemment, ces équations ne seront d’aucun 
usage si l'équation proposée est irréductible. 
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CHAPITRE V. 


PROPRIÉTÉS DES RACINES DE L'UNITÉ. 


Propriétés des racines de l'équation binôme 2" == 1. 
Des racines primitives et de leur nombre. 


102. Nous compléterons la théorie générale contenue 
dans les deux Chapitres précédents, en exposant ici les 
propriétés des racines de l’unité, dont nous ferons un 
fréquent usage dans la suite de cet Ouvrage. 


Taéoreme |. —— Les racines communes à deux équa- 
tions binômes, telles que 


LA ——- f j ge — I È 
r . FT . 
sont également racines de L équation 
AEUT, 


où 0 désigne Le plus grand commun diviseur des nom- 
bres m et n. 


Su OosSons, en effet ue l’on ait à la fois 
PP ? ; 
Abe Coretinn et 


soit m_>n, et désignons par g le quotient, par r le 
reste de la division de m parn, en sorte quem—ngq +7; 


on aura 
RSS T NOUS IN IUT, 


Mais, à cause de a! — 1, on a aussi &«*?7— 1; donc 


le 
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D'où l’on conclut que, sir, r", r/,..., 0 sont les restes 
auxquels conduit la recherche du plus grand commun 
diviseur des entiers mm et 7, on aura 


GNT, CRE ON EN ME T, 


et, par conséquent, toute racine commune, œ, aux deux 
équations proposées, est aussi racine de 


FA E À 


Il est évident d’ailleurs que, réciproquement, les racines 
de cette dernière équation appartiennent aux deux équa- 
tions proposées. 

On peut aussi démontrer le précédent théorème en dé- 
terminant le plus grand commun diviseur des binômes 
3%—1,z%—1(n° 47); on reconnaît immédiatement que 
ce plus grand commun diviseur est z°— 1. 

Il résulte de là que, si m etnsont premiers entre eux, 
les deux équations 


PRET NUS SCT 


n'ont d'autre racine commune que l'unité, et que;. si m2 
est un nombre premier, l'équation 


ZE 1 
n’a de racine commune autre que l'unité avec aucune 
équation de même forme et de degré moindre. 


TaHéorëme Il. — Si «x désigne une racine quelconque 
de l'équation binôme 


LUN us 
EE er 


toute puissance de « sera aussi racine de la méme équa- 
tion. 


L'équation - 
QT ET 
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entraîne, en effet, 
PL y; ou (osé }7r EST, 


el, par conséquent, tous les termes de la série 


QE LORS 


sont racines de l'équation proposée. 
À cause de 47 — 1, on: a aussi 


2 9 
a+i ar de a+? FE nee : 


d’où il suit que la série précédente contient au plus, 
comme cela doit être, m.quantités distinctes, savoir : 


DNA CS RS QU: Eee 


Lorsque m est un nombre premier et que « n’est pas égal 
à l’unité, les mn termes de la série précédente sont diffé- 
rents ; Car si l’on avait, par exemple, 


nn! —— ,,n1 


62 a, 


net n +-n! étant inférieurs à 72, on aurait, en divisant 
par a*", 

FA Sd 
ce qui ne peut être, puisque l'équation z” — 1 n'a aucune 
racine commune autre que l'unité avec z! —1. Il en ré- 
sulte cette proposition : 


Taéonëme III. — S1 m est un nombre premier, et 
que a soit une racine quelconque de l'équation 


Lun —— 
AE; 


autre que l'unité, les mracines de cette équation seront 
représentées par 


2 71—1 m 
Us Œ, UN PP er ? œ .. 


Cette proposition n’a plus lieu quand r» est un nombre 
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composé, et qu’on prend pour æ une racine quelconque de 
g1 mec 0) | : 


mais elle aura lieu évidemment, d’après ce qui précède, 
si l’on prend pour & une racine qui n’appartienne en 
même temps à aucune équation z*=— 1 de degré n infé- 
rieur à M. 

Cela posé, nous appellerons racines primitives de l’é- 
quation binôme 

PA teens 2 

celles des racines de cette équation qui n’appartiennent 
à aucune équation de degré moindre et de même forme, 


telle que 
LA nee 1 


S1 m est premier, toute racine de z*=— 71, autre que 1, 
est une racine primitive; et, dans tous les cas, chaque 
racine primitive jouit de la propriété de pouvoir donner 
toutes les racines par ses diverses puissances. 


105. Nous allons démontrer actuellement qu'il existe 
des racines primitives pour toute équation binôme, de 
degré non premier, et nous déterminerons en même 
temps le nombre de ces racines. 
Considérons d'abord le cas où le degré de l’équation 
binôme 
DCEUT 

est une puissance d’un nombre premier p, et soit 
MED" 

toute racine non primitive de l'équation 


PF — ] 


doit appartenir à une équation telle que 


LES 0 
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où 8 désigne un diviseur de p#: mais tout diviseur de p#, 
autre que p“ lui-même, doit diviser p“-!; donc les ra- 
cines de l’équation précédente, et, par suite, toutes les 
racines 707 primitives de la proposée, doivent appartenir 
à l'équation 
2 1, 

D'ailleurs toutes les racines de cette dernière appartien- 
nent évidemment à la proposée; le nombre des racines 
non primitives de celle-ci est donc p“-f, et, par consé- 
quent, celui des racines primitives est 


I I 
W—. pé—l, ou p# ( sr ou m ( — =): 
F F P 


Nous allons faire connaître la manière dont sont for- 
mées les racines primitives de l'équation 


(1) zP© El: 
Soient 6, une racine quelconque de l’équation 
DFI à 
62 une racine quelconque de 
zP — 6, 
6; une racine quelconque de 
2h GS 
et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on obtienne une dernière 


équalion 
2 — 6 
p—19 


dont nous désignerons par 6, une racine quelconque. Si 
l’on fait 
(2) Lies LP NOTE LT 

S. — Alg. sup., I. 19 
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cette expression de & aura p* valeurs, puisque 6, a p va- 
leurs, qu’à chacune d'elles correspondent p valeurs de 
6», etc., et elle donnera précisément les p* racines de 
l'équation (1). 

On voit d’abord que les valeurs de «& satisfont à l’é- 
quation (1), caron a 


3 3 H—1 
ÉÊEes nr. CRÉENT) 6ésens 9 Ste ETS 6}, en 2 NA 


et par suite, 


Il suffit donc de démontrer que les p* valeurs de « sont 
distinctes. Supposons que deux de ces valeurs soient 
égales entre elles, que l’on ait, par exemple, 


4 f 


(3) 61 6263 Gun 602 616863 - 6, 46 


pe 


en élevant cette égalité à la puissance p, et se rappelant 


que 

4) (STE 1, SEGA IE SG SRE 
lÉPE re ERUUNL res 

On aura 

(5) 6164 66 PME RER be 


Des égalités (3) et (5) on tire 


en opérant sur l'égalité (5) comme nous venons de faire 
sur l'égalité (3), on obtiendra 


4 
Cu ee Ou—1 


et, en continuant ainsi, On arrivera à cette conséquence : 
9, e. , e « . . , 

que l'égalité (3) ne peut exister à moins que les quantités 

61,6:,...,6, ne soient respectivement égales aux quan- 
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tités 6, 6,,...,6,. D'où il suit que la formule (2) don- 
nera effectivement toutes les racines de l'équation (x). 

Cherchons maintenant quelles sont celles de ces ra- 
cines qui sont primitives. Comme nous l'avons déjà re- 
marqué, les racines non primitives de l’équation (1) sont 
celles qui satisfont à l'équation 


er hs 


gP 14 


Supposons donc que l’on ait 
RO EU LATINE À 


en supprimant les facteurs égaux à l’unité, cette équation 
se réduit à 


(6) 6, met 


Mais des égalités (4) on déduit 


AE RE 
be #2 


et RARE : 
me —..:=0,— 613 


par suite, l’équation (6) exige que 
6, =enle 


Par où l’on voit que la valeur de & donnée par la for- 
mule (2) sera une racine primitive ou non primitive de 
l'équation (1), suivant que 6, sera différent de r ou égal 
À I. 

De ce qui précède on peut conclure la proposition 
suivante : 


Tuéonime IV. — La résolution de l'équation binôme 
z=—1, dont le degré m est une puissance p d’un 
nombre premier p, se ramène à déterminer une ra- 
cine 6, autre que l'unité de l'équation zP=1, une 
racine 6, quelconque de l'équation 3? — 6,, puis une 
racine quelconque 683 de zP — 6», etc. 

1% 
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Car on aura, par ce moyen, une racine primitive de 
l'équation proposée, laquelle donnera toutes les autres 
par ses diverses puissances. 


104. Considérons maintenant le cas général où le 
degré m de l’équation binôme 
(a) en Cemed | 
est un nombre composé quelconque; décomposons ce 
nombre en ses facteurs premiers, et soit 

MDN Te 

Ps» -..,r désignant des nombres premiers quelconques 
InÉgaux. 

Écrivons les équations 

y sx 

(2) D Pie IST À: 5 UD EENRS 


désignons par 6 une racine quelconque de la première, 
par y une racine quelconque de la seconde, etc., par d 
une racine quelconque de la dernière, et posons 

(3) LOTO: 


Cette expression de « a m valeurs, puisque 6, y,..., 0 
ont respectivement p", g’,...,r” valeurs; je dis que ce 
sont précisément les m racines de l'équation (r). 

Il est d’abord évident que la précédente valeur de & 
satisfait à l'équation (1), car on a 


rt 
ot PONS PR D ML) PER D 
et, par suite, 
HUE EN 0 Sem 1 Te ner 


d’où 
HT TT, 


Il reste à prouver que les m valeurs de « sont différentes. 
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Supposons que deux de ces valeurs soient égales, que l’on 
ait, par exemple, 


Yes 0 7 240; 


comme les quantités 6’, y, ..., 0’ne sont pas toutes égales 
respectivement à 6”, 7/,..., 0”, admettons que 6’ diffère 
de 6”, et élevons l'égalité précédente à la puissance g”...r?, 
on aura 

("y d' jar — ALRR DATES 


et, en supprimant les facteurs égaux ar, 


ga. GUME ‘ graver. 


mais 6/ et 5” étant deux racines distinctes de l’équation 
zP° = 1, elles peuvent s'exprimer par deux puissances 
d’une même racine primitive 6; posons donc 

g'— entr, 67—6Gn", 
net étant Cp". Alors la dernière égalité deviendra 


E(ar+n!)g"... rh -— gnlqe.. ÿ 


ou, simplement 
> P » ù 


y 
Grade — y: 
d’où il suit que 6 est une racine commune aux deux 
équations 
LT) VAE AL KO 


et qu'elle satisfait, en conséquence, à l'équation 


NES Te 


8 désignant le plus grand commun diviseur à p° et 
ng’.…..r”. Mais ce plus grand commun diviseur 8 est, au 
plus, égal à », et, par suite, il est inférieur à p“; donc 6 
ne serait pas, comme nous l'avons supposé, une racine 


primitive de z2° — 1, 
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On voit par là que la formule (3) donnera bien les 
m racines de l'équation (1). 

Cela posé, je dis que, si 6, y, ..., à désignent des 
racines primitives de celles des équations (2) auxquelles 
elles appartiennent respectivement, la valeur de & don- 
née par la formule (3) sera une racine primitive de 
l'équation (r). 

Si, en effet, le contraire a lieu, « satisfera à une équa- 
tion 


fes D 


dont le degré 8 sera un divisaur de mn, et il y aura au moins 
un facteur premier, parmi ceux de "7, qui entrera dans 0 
un moins grand nombre de fois que dans 1 ; supposons 
que le facteur premier p soit dans ce cas, 0 divisera 
p“"tq"...r*, et, par suite, & sera racine de l’équation 


(4) er 


on aura donc 
(87. N)' Am TE — TI, 
Mais 
Û vi 
Ts A LT TRE 


donc 


ep ge nee + 


d’où il suit que 6 est racine de l'équation (4); or elle 
l’est aussi de la première des équations (2); d’ailleurs, le 
plus grand commun diviseur entre les degrés de ces deux 
équations est p“—!; donc $ est racine de l’équation 


p—1 
zP re € 


mais cela est contre l'hypothèse, puisque 6 représente 
une racine primitive de la première des équations (2). 

Il résulte de là que, si l’on ne prend pour 6, y,...,0 
que des racines primitives de la première, de la se- 
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conde, etc., de la dernière des équations (2), la for- 
mule (3) ne donnera que des racines primitives pour 
l'équation (1). ILest d’ailleurs facile de voir que, si 6, ou 
7,-.., Où 0 n’est pas une racine primitive de celle des 
équations (2) à laquelle elle appartient, la valeur de & 
donnée par la formule (3) ne sera pas non plus une 
racine primitive de l’équation (1). Supposons, en effet, 
que 6 ne soit pas une racine primitive de zgP = 1; on 
aura alors 


—1 À 
CET ESA DONNE ere 
d 


(67... PT 2" NET 


et, par suite, 


ce qui montre que & ou 6y...0 satisfait à une équation 
binôme de degré inférieur à 7. 

On peut conclure de ce qui précède le nombre des ra- 
cines primitives de l’équation (r). En effet, le nombre des 
racines primitives 6 est, comme on l’a vu précédemment, 


I CRE R 
p“{1—-—}); celui des racines primitives y est de même 
P 
f 


I RUE 
q (: — =) etc.; donc le nombre des racines primitives 


« de l'équation (1) est 


ou 


A es 7 


On peut aussi énoncer la proposition suivante : 


Taéorème V. — La résolution de l'équation binôme 
z = 1, où m est un nombre composé quelconque, se 
ramène à la résolution des équations de méme forme, 
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el qui ont respectivement pour degrés les nombres pre- 
miers ou puissances de nombres premiers qui divisent le 
nombre m. 


105. L'expression du nombre des racines primitives de 
l'équation z#— 1 ,quenousavonsobtenue,estprécisément 
celle du nombreo{m),qui indique combien il y a de nom- 
bres premiers à m et non supérieurs à 1. Au reste, quand 
on admet l’existence d’une racine primitive «, il est facile 
d'établir que le nombre total de ces racines est o (m). 

Soit e un entier inférieur à m; si e est premier à 7n, 
æ° sera racine primitive de z@— 1; en effet, si le contraire 
avait lieu, on aurait 


RP Le OU MOTTE 


; : " nes ? : 
rmetant mi, CE QUI exige que — soit entier, puisque & est 
<m, ce q ge que — Hu 


racine primitive; cette conséquence est inadmissible, car 
e est premier à m, et n est inférieur au même nombre. 


; SU em 
Sie et m ont un diviseur commun 6, 7 sera un mul- 


üple de m, et l’on aura 


donc a° sera racine de l'équation z° = 1, et, par suite, 
elle n’est pas racine primitive de la proposée. 
106. Soient &, 6,7,...,w les m racines de l'équation 
IEC T. 
S1 r désigne une racine primitive de la même équation, 
les mêmes racines pourront être représentées par 


2 3 «IN —1 AL : 
TES IE ae e 0. té ou Le 


on aura donc, en représentant par g un nombre positif 
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1 — 776 
a BR... HOT + ré re, + rm — Re 
Leor 


Le second membre de cette formule est nul si p. n’est 
pas divisible par m; on a donc, dans cette hypothèse, 


a Gt, ,., + ot—o; 


si au contraire p est divisible par #7, chacune des puis- 
sances at, 6", ..., w" est égale à 1, et, par suite, 


a + 66, @—- wo — mm. 


Ainsi l’on aura, en particulier, 


œil GA AI LE Hot 1 0, 
Qu HG Hg HE... Hot = m. 


Rappelons enfin que les racines de l’équation z— 1 
peuvent être exprimées par le moyen des fonctions cir- 
culaires. Effectivement, si l’on désigne par 27 la cir- 
conférence dont le rayon est 1, et que l’on fasse 


DUT 
QE 12 


m 
les m racines de l’équation proposée seront données par 


la formule 
3 — COSuy + Sin, 


où 1l suffira d’attribuer à u m valeurs entières consécu- 
tives. 
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107. L’équation binôme plus générale 


MES a 
se ramènera à la forme 
APE Le 
J 9 
si l’on pose 
FA DL 
Re SV 


Va désignant l’une quelconque des quantités qui ont a 
pour puissance mime, 

On peut démontrer, à l'égard de ces extractions de 
racines mis, un SR das semblable à celui qui 
concerne les racines m'°%% de l’unité, lorsque 7 est un 
nombre composé. 

Supposons d’abord que mn soit le produit de deux 
nombres premiers entre eux p et q : on aura 


1 
mia — a PF 


or on peut toujours trouver deux entiers £ et v (n° 13) 
tels, que l’on ait 
25 CHUGUIETE, 


puisque petgsont premiers entre eux : on aura donc 


pi+q Eu 
Wa = a pq ET æ — Ÿ/ai Va, 





Ainsi l’extraction d’une racine de degré pq se ramène 
toujours, lorsque p et 4 sont premiers entre eux, à l’ex- 
traction de deux racines, l’une du degré p, l’autre du 
degré q. 

On a, par exemple, quel que soit a, 


Era V2 
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Et, en général, si 
MID QE US 


Ps4»--., r désignant des nombres quelconques premiers 
entre eux, deux à deux, on pourra écrire 


ERP PTE TS 


formule dans laquelle v, v, ...,w sont des nombres en- 
tiers positifs ou négatifs. 


Application de la méthode d’abaissement des équations 
réciproques à l'@uation binôme. 
108. Soit l'équation 
(1) z®— 1—0; 
si m est un nombre impair 24 + 1, et que l’on divise 
l'équation (1) par z— 1, il viendra 
(2) 2 gl, + z ro; 
on pourra transformer cette équation (2) (n° 61) en 


une autre du degré pu, en la divisant par z*, et en posant 
ensuite 


3H — —X; 
3 


l'équation (2), divisée par z*, devient 
Va Vii+.. HV —+ V,+i1=o, 


en faisant, comme au n° 61, 


T 


es nn 
Re Tres 


nous représenterons par U, son premier membre, en 
sorte que l’on aura 


(3) Un Vi + Vin +... + Vo + Vi +1. 
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Lorsque le degré m est un nombre pair 27, l’équa- 
tion (1) se décompose dans les deux suivantes : 


BST O0; Me EE 0 
la seconde se ramène à la première en changeant z en 
— z, lorsque 7 est impair; mais, si z est un nombre pair 
2u, on pourra lui donner la forme 


I 
zé + — —O, 
ze 


I ù 
et, en posantz += —x, elle deviendra V, — o. 


Ainsi l'équation (1) peut toujours se ramener à des 
équations telles que | 


(4) Vis 0 LE 0, 


dont les premiers membres sont des fonctions entières 
de x du degré pu. 

Chacune de ces équations a ses x racines réelles. En 
effet, les modules des racines des équations 


SéLI=O, ————0 


sont égaux à l'unité; soit donc coso + 1 siny l’expression 
générale des racines de l’une de ces équations, les ra- 
cines de l'équation (4) correspondante seront 


(cosÿ + i sing) + (cosp + i sinp)-! — 2 cos». 


On a vu au n° 61 que les trois fonctions V,, Vh_1, Vn-_o 
sont liées par la relation 


(5) Vh a) ZNy1 rs Mu. 


qui peut servir à former successivement les polynômes 
Ve, V:,..., en partant des valeurs 


(6) NiÉ-+2, Voter 
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Il existe une relation pareille entre les trois fonctions U,, 
Uh_1, Un_»; en effet, si l’on ajoute les égalités 


Van —=aNpiT Vy, 


il viendra, en ayant égard aux formules (6), 
7 ) U, = x Uni — Us, 


et cette formule permetiraggle calculer successivement 
les polynômes U», U:,..., en partant des valeurs 


(8) Les T AURA 
109. Si l’on pose : 

(x) Z = COS? + isinv, 

on aura 

(2) t—5+ = — 20089, 

(3) Va + — 200527; 


changeons ® en 9,, et désignons par xt}, V}) ce que 
deviennent alors x et V,, on aura 








. QE . g1 
Sin 72 - ie sin 2 
2 


Vo ser Vh Le # 


A 1 0. — 
AL Pas 


, va 
CA RALUE LES à 
2 2 


Si l’on fait tendre o, vers ®, le second membre de cette 
in 72 à 

+; d’ailleurs x) — x 
sin © 


tendant vers zéro, le premier membre a pour limite la 


ss s 
formule tendra vers la limite 72 
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dérivée V’, du polynôme V,; on a donc 





Sin 72 © 
(4) VrEST 2 - 9 
. Siny 
ou 
I 
Pa LES LT 
LA 
Tf OS. 
Van 
Dies Lee 
z 


Si l’on désigne de même par V/® ce que devient V, 
quand on change Q en ®;, on aura 
® sin sinro 
1 Fire Mi N TS MES 
v' Sr 7 ñ sin? sin 
x) — x 28iNp, Sin COSp, — COSY ? 








le second membre dg cette formule est égal à l’ex- 


pression 























— 9 . + 
int rh sin(r— 1)" ie 
2 2 
: =, —+ 
sin 2! sin sf 
2 2 
. Fi . \ —+- 
AnTA ENT) sin(z+1i) À ? 
2 2 
ane ? 
é J —+ 
sin 2? sin 27? 
2 2 


multi [F 5e RER EE 
plié ep er et, quand v, tend vers la 


limite o, il tend vers la limite 


n(r+i)sin(r—1)p—72{(r —1)sn(r+1)e 
4sinÿ + 
ou 


n COSy Sin7o 


Goes ee ane are EE (AE 
2 sine Sinv 2 Sin? ® 7 


si donc on désigne par V’, la deuxième dérivée du poly- 
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nôme V,, on aura 








: n COS® Sin? n? 
(5) eds rar ot 7, — COS. 
2 sin? Sinv 2 Sin? o 
; sinz2 
Si l’on remplace, dans cette formule (5), cosno et — ù 
SIN @ 


par les valeurs tirées des formules (3) et (4), qu’on mette 


. A . . . 
ensuite — au lieu de cos, il viendra 
2 


(6) (x2— 4A)V,+xVi— REV, —=0; 


cette équation remarquable permet de former facilement 
l'expression générale du pO#nôme V,. 

Effectivement, on reconnaît immédiatement, par les 
formules (5 }et (6) du n° 108, que V, est un polynôme du 
degré 7 dont le premier terme a pour coefficient l’unité, 
et qui ne renferme que des puissances de x dont les expo- 
sants sont pairs ou 1impalrs, Suivant que 72 esl pair ou 
impair. On peut donc poser 


M CT AT A pat PR EPA DR PE À, 
le premier coefficient À, étant égal à r. 
On tre de là 
V,=nA ati +... + (r—2p)A,axt-r1+..., 
V,=n(n—1)A;xt2+...+{n—2p+2){(7—2p+1)A, ;x"2r 
+(rz—2plin—2p—1)A,xt-2r2L..., 


et, en substituant dans l’équation (6) les valeurs de V,, 
V',et V”, le coefficient de x”7?r sera 


(a—92p){r—92p—1)|A,—A4{n—2p+2){(n—2p+1)A, 
+ (nr —2p) 
ou 


— Ap(r—p)A,—{(r—2p+2)(r—92p+1)1A,-:; 
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mais ce coefficient doit être nul : on a donc 
(r—2p+2){(r— 2p+1) 
P(r7—p) 
Cette relation conduit aisément à l'expression générale 
de À, ; car, le coefficient À, de x” étant égal à 1, on a 


À, — — 


P — 


ne 


(r— 2p+2)(n—2p+1) 





A — — À p—1 
4 pir—p) 
Aus (72e AIR RES ESS 
: (PETIT EÆEPEEN) 
FREE (2 — 2) (78 3) NT 
2.(Rr —2) 
LEA Er 


En multipliant toutes ces égalités et supprimant les fac- 
teurs communs, il vient 


SR n(r—p—1) RS ne (r—2p+1) | 





la valeur de V, est donc 


n(r—3),,, n(r—4)(r—5) 


| ; Néant FEI pee xt D ,,, 
7 
Ayo AP (RER) ete ape SEE 
12 ND 


On peut obtenir de diverses manières l’expression du 
polynôme V, que nous venons de former; la méthode 
que nous avons adoptée ici a l’avantage de pouvoir être 
employée utilement dans un assezgrand nombre de ques- 
tons analogues. 

On uüre de la formule (7) 

I nn (r—3)(2+4) 


04 VAE CSS Es US xn—3 
(8) md Etre I 4 jo 1.2 


axt—$ Les 
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et si l'on remplace dans les formules (7) et (8)x, V, 
V,, par les valeurs tirées des formules (2), (3), (4), on 





à sin? ee 
obtiendra les valeurs de coszo et de ? exprimées par 
Sin @ 


des fonctions entières de cos , Savoir : 


1.2 
9) 
PT ,2(2—p—1)(2—p—2)...{(r—2p+1) 


TROP 


n — 3 
| CoNAgE a T1 COS? ® — 28 7 COS 2 0 + 2-5 Ars | cos ?—# o — 
{ 
COS? 2P @ +... 


et 





_. ar Coins ot 2? cos7-3 p 
 S 
ER ln ee 
(10) { +275 ml COS So — .., 
122 e 


rar PUR pa). (re 2p) 


COS Poe RL 
| 0. ON PANE e ? 


Enfin, en changeant o en —9, dans les formules (9) 


et (10), on en obtiendra deux autres que feront connaître 





; : £ sinz® . 
en fonction rationnelle de sin, cos el si n est 
COS @ 


par, 





COS 729 : : 1 
et sin72o sin est IMpalr. 
0S9 
L'expression du polynôme V, conduit facilement à 
celle de U,. Effectivement, nous avons trouvé 


AC NN 


I ; z't 

nn 

Z — 
z 

en effectuant la division, il vient 


I I 
zn—3 15 zn—1 2 





I 4 
NME TN Em À HS +... + 


S. — Alg. sup., I. “ 16 
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on aura aussi, en changeant nr en n +1, 


I ; I I 


LATINE l'en 7t, n—2 _ 1 —4 ESS LT 
Don RE + 3 en F2 nt ANT 


et, en ajoutant, 











D OR ES RE ET EME A 
n CT n+1 n Le VER =. st zn—1 Zn? 
c’est-à-dire 
UE I 
per ea Ve 
on aura donc, par la formule (8), 
U, = 2 + gi — HE an? — LD xn-3 
1 " | 
6 (r—2){(n=—3) HERO (r— 3)(r—4) Lt 
1.2 1.2 
(12) 
RP La 2 Pc am D 
po ep 
{Le re DR PNR RE (OP CSSS 


124), np 


Démonstration d’une propriété remarquable de l’équa- 
gP— 17 





tion — 0, où p désigne un nombre premier. 


110. Lorsque p est un nombre premier, l’équation 


gP—T 





2 0 
Z—\] 

estirréductible. Cette importante propriété est utile dans 

un grand nombre de questions, et nous nous proposons 

de l’établir 1c1. La démonstration que nous allons pré- 

senter est due à Eisenstein; elle repose sur les deux 

lemmes suivants : | 
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LemmeE I. — S: une fonction entière X de x à coeffi- 
cients entiers est décomposable en deux facteurs ra- 
tionnels X,, X:, de manière que l’on ait 


X "Ai X2, 


tous les coefficients des polynômes X, et X, seront entiers, 
ou, s'ils ne Le sont pas, on pourra trouver deux entiers 


+ r m 
m etn tels, que tous les coefficients des polynômes — X, 
à a 
2 F n . . 
et — X, soient entiers. 
m 


Supposons, en effet, que les coefficients des poly- 
nômes X, et X, ne soient pas tous entiers. Réduisons les 
termes de chaque polynôme au même dénominateur, 
puis désignons par D,, D, les deux dénominateurs ob- 
tenus, et par &« un nombre premier quelconque; on 
pourra écrire 

Nue perrosr HE Fate On 
D, - D, 
P,œ ou P,« désignant, dans le numérateur de X, ou X», 
la somme des termes divisibles par «, tandis que Q, ou Q: 
désigne la somme des termes non divisibles par &; on 
aura, d’après cela, 


M} P,P;a+(P; Q2+P2Q Jar Qi @ x 
ne D, D; 





Supposons maintenant que « soit l’un des facteurs 
premiers de D, ; X étant entier, il faut que Q,Q, soit di- 
visible par &; cela exige que l’un des polynômes Q, et Q: 
se réduise à zéro; car, autrement, le premier terme du 
produit Q,Q:, supposé ordonné, serait divisible par «, 
ce qui estimpossible, puisque aucun des termes de Q, et 
de Qu'est divisible par &. D'ailleurs Q, n’est pas nul, 
car on peut admettre que la fraction qui représente la 

16. 
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valeur de X, soit réduite à sa plus simple expression; 
donc il faut que Q, soit nul. 

On peut conclure de là que si les fonctions X, et X, ne 
sont pas entières relativement aux coefficients, et qu’on 
réduise les termes de chacune de ces fonctions au même 
dénominateur, tout facteur premier & qui se trouve au 
dénominateur de l’une des fonctions se trouve au numé- 
rateur de l’autre. En supprimant ce facteur «, on obtient 
deux nouvelles fonctions qui ont encore pour produit X, 
et auxquelles on peut appliquer le même raisonnement ; 
et ainsi de suite. Îl résulte évidemment de là qu’on peut 
trouver deux entiers m et n tels, que tous les coefficients 


ù m n ; - 
des polynômes - X,et— X, soient entiers, et la fonc- 
7è m 


uon X, qui a pour valeur 
m rm 
NX EX, 
72 m 


sera décomposée en deux facteurs ayant pour coefficients 
des nombres entiers. 


Lemme II. — Si, dans un polynôme X de degré quel- 
conque, le terme le plus élevé en x a pour coefficient 
l'unité, quetous Les autres coefficients soient des entiers 
divisibles par un nombre premier p, et enfin que le terme 
indépendant de x soit égal à Æ p, l'équation 

Na 0 
sera irréductible. 
En effet, si cette équation n’est pas irréductible, on 


aura 
X={attaat tt... Has x +a)(rx + br t+... +, x + 6,), 


&i, @,...; O4, D»,... étant des coefficients entiers et px, v 
étant des exposants entiers égaux ou supérieurs à 1 dont 
la somme p + y est égale au degré de X. Le dernier terme 
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HO Ctant éval à Ep, oOntag/b=—+Ep;;en outre, 
comme p est premier, l’un des nombres à,, b, doit être 
égal à Er et l’autre à Æ p; nous supposerons 


AE on I, DEEE. 
On a identiquement, par hypothèse, 


pt — a + py(x) 
ou 


(zh+...+a, ir ti) (a+... +8, x Ep) = at +pyx (x), 


X (x) étant un polynôme à coefficients entiers; on peut 
supprimer le terme Æ p dans le second facteur du pre- 
mier membre, et il vient alors 


(al. Has sx Er) (a+... + be a? + ben Te ST ENS) 


X1(x) étant un polynôme à coefficients entiers. Le 
terme le moins élevé en x dans le premier membre 
est £ à, ,x; donc il faut que b,, soit divisible par p ; 
on peut alors supprimer le terme b,_,x dans le second 
facteur du premier membre; il vient alors 


(at +... Has xti) (a+... + 0,52?) at + py(x). 


En continuant ce raisonnement, on voit que tous les 
coefficients b,, b2,..., b, sont divisibles par p, et l’on a, 
en conséquence, 


Pat + matt Ha, x ctr)æ = a py,(x), 


X, (x) étant encore un polynôme à coefficients entiers. Or 
cela est impossible, puisque le coefficient de x’ dans le 
premier membre de la formule précédente est égal à +1; 
donc l'équation 

NEO 
est irréductible. 
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THÉORÈME. — L'équation 


ZgP — 1] 
rare col" à € À 


Die 


où p désigne un nombre premier, est irréductible. 


En effet, posons z=x+1; l'équation que nous con- 
sidérons deviendra 


ou 


PI) chatte pire RER LAON 


aP A prP—i + 
172 12 


Cette équation en x est irréductible, d’après le lemme 
qui précède; donc la proposée est elle-même irréductible. 

Les deux lemmes démontrés plus haut suffisent pour 
établir le théorème plus général que voici : 


Si p est un nombre premier et que soit un entier 
quelconque, l'équation 


RD T 


fz)= ———o 


SUN 
est irréductible. 


En effet, posons z=— x +1; on aura 
2P—xP+rtpylx), ..., SP al" Hi + PAn(x), 


A1(X);.., Xn(X),..., étant des polynômes à coefficients 
entiers. On aura donc aussi 


mi) = mt (pt) æ |, 
PX 
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les coefficients de y(x) étant entiers. On a d’ailleurs, 
HN Zz +, 

fi) =p?: 
donc, d’après le lemme IT, l’équation f(x+1)—o est 
irréductible; par suite, la proposée f(z) — 0 est elle- 
même irréductible. 
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CHAPITRE VI. 


DE LA SÉPARATION DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 


De la resolution numérique des équations. 


111. La résolution numérique des équations, dontnous 
allons nous occuper, comprend deux problèmes distincts, 
savoir : la séparation des racines et le calcul numérique 
de ces racines. Les propositions que nous développerons 
dans ce Chapitre se rapportent exclusivement au premier 
des deux problèmes dont nous venons de parler. 

On dit qu’une racine réelle d’une équation est sé- 
parée, lorsque l’on connaît deux nombres qui la com- 
prennent et qui ne comprennent entre eux aucune autre 
racine. Quant aux racines imaginaires, leur séparation 
sera effectuée lorsque, conformément aux idées qui ont 
été développées dans le Chapitre IIT, on sera parvenu à 
renfermer chacune d'elles dans un contour fermé qui 
n’embrasse aucune autre racine. La définition qui pré- 
cède ne suppose pas que les diverses racines soient sim- 
ples ; cependant, dans le cas des racines multiples, la sé- 
paration n’est complète que si le degré de multiplicité de 
chaque racine est déterminé. Au surplus, cette remarque 
n’a qu'une médiocre importance au point de vue des ap- 
plications; car la résolution d’une équation qui a des 
racines multiples se ramène toujours {n° 50) à celle 
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d’une ou de plusieurs équations qui n’ont que des racines 
simples. 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours 
les polynômes que nous aurons à considérer ordonnés 
par rapport aux puissances décroissantes de la variable. 
En outre, il ne sera question que d’équations à coeffi- 
cients réels, à moins que nous n’avertissions du con- 
traire. 


Limites des racines reelles d’une équation 
à coefficients réels. 


112. Le procédé général que nous avons fait connaître 
au n° 46, pour obtenir une limite supérieure et une limite 
inférieure des modules des racines, donne en particu- 
lier des limites des racines réelles. Mais, quand on ne 
considère que ces dernières, on peut obtenir souvent des 
limites plus resserrées. 

Soit 


f(x) Art LA;rt li HA a HA, x Ar 


une fonction entière de la variable x, dans laquelle les 
coefficients soient des quantités réelles données, et pro- 
posons-nous de trouver une limitesupérieure des racines 
positives de l’équation 


AE 0O, 


c’est-à-dire une quantité supérieure à la plus grande ra- 
cine positive. 

Le coefficient A, étant supposé positif, si tous les coeffi- 
cients qui suivent sont positifs, l'équation n’aura point 
deracines positives; soit done A, le premier des icoeffi- 
cients négatifs, et désignons par À la valeur absolue de 
celui de ces coefficients négatifs qui a la plus grande va- 
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leur absolue. Comme la quantité 
amn-n+1__7y 


À + A (ar + MA DE ou Rae 1) 


Ci—i 


est identiquement nulle, on peut l'ajouter à l'expression 
de f(x) et celle-ci devient alors 


ARTE ns (x — 1) — à. | ji 
Pi een PR RR 
X—I T—1 


en (A + A,)r an +, : .+(A+Am)x + (A + AT 


Cette formule montre que l’on a f(x) =>0, pour 
toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition 


(ar) > À 
0 


et, par suite, pour toutes les valeurs de x, telles que 





A 
(æ—1} > À 
On tire de là, sin —1, 
Â 
ha I Ent 


et, si est supérieur à 1, 
n / À 
L>I+ = 
À 


42 A + JA rt 
la quantité 1+ jou 1 nu se est donc une limite su- 
0 0 


périeure des racines positives. 
Pour avoir une limite inférieure des racines positives, 


I , a a 
on changera x en — et l’on déterminera comme précé- 
N +4 


demment une limite supérieure des racines positives 


L 4 
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de l’équation transformée. Enfin, pour avoir des limites 
des racines négatives, il suffira de changer x en — x et 
de chercher des limites pour les racines positives de la 
transformée. 


113. La méthode précédente se résume, comme on le 
voit, par une règle uniforme qui est applicable dans 
tous les cas; mais cette règle fournit souvent des limites 
fort éloignées des racines extrêmes; aussi le procédé sui- 
vant doit-il être employé de préférence. 

Supposons d’abord que le premier membre de l’équa- 
tion proposée f(x) —0o se compose d’un ou de plu- 
sieurs termes positifs suivis de termes tous négatifs, et 
soit 7 le degré du dernier terme positif; on pourra écrire 

fe)=e(e) = 4{e) er [HD HOT 
p(x)etb (x) désignant des polynômes dans lesquels tous 
les coefficients sont positifs. Par hypothèse, la première 
des fonctions 








ne renferme que des puissances positives de x, etil n’y 
a, dans la seconde, que des puissances négatives. La pre- 
mière de ces fonctions est donc croissante avec x, tandis 
que la seconde est décroissante. Il résulte de là que si 
l'inégalité 
f(x) 0 

est satisfaite pour une valeur de x, elle le sera aussi pour 
les valeurs plus grandes. Par conséquent, pour avoir une: 
limite supérieure des racines positives, 1l suffira de substi- 
tuer à x une série de nombres croissant à partr de 
zéro, et le premier de ces nombres qui donnera un ré- 
sultat positif sera la limite cherchée. 
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Maintenant, considérons une équation quelconque 
f(x) = 0; le premier terme que nous supposons positif 
peut être suivi d’un ou de plusieurs autres termes posi- 
tifs; réunissons à ces termes tous ceux qui sont négatifs 
pour en composer un polynôme F(x); on aura 


f(x) =F(x)+g(x), 


o(x) ne renfermant que des termes positifs et F (x) étant 
une fonction du genre que nous venons de considérer 
plus haut. Il suffira évidemment, pour remplir l’objet 
demandé, de chercher une valeur de x qui rende F{x) 
positive, ce à quoi l’on parviendra en substituant à x, 
dans F{x), une série de valeurs croissantes à partir de 
Zéro. 

On peut encore arriver au résultat cherché, en parta- 
geant le premier membre de l'équation proposée en di- 
vers groupes, formés chacun d’un ou de plusieurs termes 
positifs suivis de termes négatifs de degrés moindres, et 
en cherchant une valeur de x qui rende positifs les po- 
lynômes contenus dans ces différents groupes. 

Nous n'avons eu ici en vue que la recherche d’une 
limite supérieure des racines positives ; mais, d’après ce 
qui a été dit au numéro précédent, c’est à ce problème 
que se ramène la détermination des autres limites. 

Exempze. — Considérons l’équation 


25 — 45 xt + 7228 + 36 x? — 928x — 147 — 0. 


On peut décomposer le premier membre dans les deux 
parties suivantes : 


z'(x — 46), 72a%+36x? — 928x — 147. 


Pour x—45, la première partie est nulle, et la deuxième 
partie est évidemment positive; donc 45 est une limite 


Fe 


SECTION I. — CHAPITRE VI. 253 


supérieure des racines positives de l'équation proposée. 
La méthode du n° 112 donnerait 929 pour limite. 


I ; 3 
En changeant x en -; on obtient la transformée 
F9 de 


1—45x + 922? + 362 — 928x* — 147x$ — 0; 


le premier membre de cette équation, changé de signe, 
peut être décomposé dans les deux parties 


14725 + 928x* — 362$ — 72x?, 5x —1, 


à ue I tas ab 
qui sont positives toutes deux pour x = 3° d’où 1l ré- 


sulte que 3 est une limite inférieure des racines positives 
de la proposée. 
S1 l’on change x en — x dans la proposée et dans la 


, LI se , D 
transformée en —; on obtient deux nouvelles équations, 
XL F 


dont les premiers membres peuvent s’écrire comme il 
suit : 

x (xt + 45 a + 72x — 36x — 928) +147, 

23 (1472? — 928x — 36) + 72x? + {5x +1; 
le premier polynôme est positif pour x = ou >>3 et le 
second pour x = ou >7. 


Il résulte de là que les racines positives de l’équation 
proposée sont comprises entre 3 et 45, et que les racines 


"pre I 
négatives le sont entre nv VA mnt à 


114. Mérnone pe Newron. — Cette méthode, dont 
l'emploi offre souvent quelque avantage, repose sur la 
proposition suivante : 


Soient 


J{z), fe)... Fe) 


la suite formée par une fonction entière du degré m 
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et ses derivees successives. Si pour une valeur à attri- 
buée à x ces fonctions sont positives, elles le seront 
aussi pour toute valeur a + h de x supérieure ŒR 


Il suffit évidemment de considérer la première fonction 
f(x), etla proposition énoncée résulte immédiatement 
de l'égalité 


fla+h}=fla)+ À f'(a)+ “ 


fa) ++ ——— f" (a); 


1.2...Mm 


h 


Le 





tous les termes du second membre étant par hypothèse 


positifs, on a 
fla+hk)=o. 


Il suit évidemment de là que l’équation f(x)=o n’a 
aucune racine supérieure à a. 

D’après cette proposition, pour avoir une limite supé- 
rieure des racines de l'équation f(x) — o, on formera la 
suite 


fe) Fe) S'en Fe). 


On déterminera un nombre x, qui rende f#-!{x) po- 
sitive, ce qui est facile, puisque cette fonction est du pre- 
mier degré. Siaucune des fonctions qui précèdent f #71 (x) 
n’est négalive pour x—ZXo, On pourra prendre xs pour 
la limite cherchée. Si, au contraire, en remontant la 
suite que nous considérons, on rencontre une fonction 
qui soit négative pour Z = Xo, On prendra une valeur x, 
supérieure à x, qui rende la même fonction positive. 
Pareillement, si, pour cette valeur x;, l’une des fonctions 
qui précèdent celle dont nous venons de parler est né- 
gative, on prendra une valeur x, >>x, pour laquelle la 
même fonction soit positive, et ainsi de suite. On arrivera 
infailliblement par ce procédé à une valeur de x pour 
laquelle la fonction f(x) sera positive ainsi que toutes 
ses dérivées : cette valeur sera la limite cherchée. 
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Après ce qui a été dit au n° 112, ilest presque superflu 
d’ajouter que la méthode précédente peut être appliquée 
à la recherche de la limite inférieure des racines posi- 
tives, ainsi qu'à celle des limites des racines négatives. 

Exempce.— Reprenons l'équation qui a été considérée 
au numéro précédent. On a 


fx) = 2$— 5x + 722% + 36 x? — 928 x — 147, 
f(x) 


I 





— 5xrt— 180 2° + 2162? + 72x — 928, 








Eu = 102% — 2704? + 216x + 36, 
f(x) 
ZE 10 &? — 100x + 72, 

Hotel 

Ronnie Par fs. 


La valeur x — 9 annule f(x), mais toute valeur supé- 
rieure rend cette fonction positive ; la dérivée précédente, 
f(x), est positive pour x —18, mais la même valeur 
rend f(x) négative. Cette dernière fonction devient 
positive pour x = 27, et f(x), qui est alors négative, 
devient positive pour x = 36. La valeur x — 36 rend 
f(x) négative, mais f(x) devient positive pour x = 44. 
On peut donc prendre 44 pour limite supérieure des ra- 
cines positives. 


Théorème relatif aux resultats de la substitution 
de deux nombres quelconques à l’inconnue. 


115. Taéorëme. — Soient f(x) — 0 une équation à 
coefficients réels, xiet X deux quantités réelles quelcon- 
ques. Le nombre des racines de l'équation f(x) = 0 
comprises entre les quantités x, et X est pair ou impair 
suivant que les résultats f(x), f(X) obtenus en sub- 
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stituant x) et X à x dans le polynôme f(x) sont de 
méme signe ou de signes contraires; zéro est régardé 
comme un nombre pair. En particulier, si f(xo) et 
f(x) sont de signes contraires, l’équation f(x) =0 a 
au moins une racine comprise entre Xo et X. 


En effet, supposons le polynôme f(x) décomposé en 
facteurs linéaires. Nous savons que si, parmi ces facteurs, 
ilyen a p égaux à x—(p + q V—1), il yen a aussi y 
qui sont égaux à x — (pa Vus le produit de ces 
2 facteurs est la puissance de degré x du polynôme 
(x — p}}+q?, lequel reste positif pour toutes les valeurs 
de x. Si donc on désigne par F(x) le produit de tous 
les facteurs linéaires imaginaires de f(x), on aura 


F(x) restant toujours positif. On a, d’après cela, 


FUI FE) ei = 2e — GC Une 


PART PE RER 2 UE PNR 


F (x) 

F(X) 
. Zoo Fe 

suivants, tels que Æ 








le premier facteur est positif, et l’un des facteurs 








T4, ne peut être négatif quesilara 
“#, ne p gatif q 


cine x, est comprise entre x et X. Donc la valeur de 
FX) 


1162 — o a un nombre pair ou un nombre impair de ra- 


est positive ou négative, suivant que l’équation 





cines comprises entre x, et X. Dans le premier cas, 
f (20) et f(X) sont de même signe; dans le deuxième 
cas, ces quantités sont de signes contraires. 


CorozLame [.— Zoute équation de degré impair a 
au moins une racine reelle de signe contraire à son 
dernier terme. 
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On suppose, dans cet énoncé, que le premier terme de 
l'équation proposée f(x) — 0 a un coefficient positif. Si 
le dernier terme de cette équation est négatif et que l’on 
nomme X une limite supérieure des racines positives de 
l'équation f(x) — 0, les résultats f(X), f'(o) seront de 
signes contraires ; 1l y a donc une racine positive, et, s’il 
y en a plusieurs, elles sonten nombre impair. Sile der- 
nier terme de l’équation f(x) — 0 est positif, on chan- 
gera x en—x, et, la transformée étant écrite de manière 
que son premier terme ait un coefficient positif, le der- 
nier terme sera négatif, on rentre dans le premier cas. 


CorozLarrEe Il. — 7'oute équation de degré pair dont 
le dernierterme est négatif & au moins une T'ACINE POSt- 
tive etau moins une racine négative. 


On suppose encore ici que le premier terme de l’équa- 
tion proposée f(x) = 0 ait un coefficient positif. Si l’on 
nomme X une limite supérieure des racines positives de 
l'équation f(x) = 0, les quantités f(X),f (0) seront de 
signes contraires ; donc l’équation a un nombre impair 
de racines positives, et par conséquentelle en a au moins 
une. Ce raisonnement s'applique aussi à l’équation 
f(—zx)=o; donc la proposée f(x) — o a un nombre 
impair de racines négatives. 


Theorème de Descartes. 


116. On ditque deux termes consécutifs d’une fonction 

« entière f (x) à coefficients réels offrent une variation, 
quand ils ont des signes contraires; deux termes consé- 
cutifs qui ont le même signe offrent une permanence. 
Cela posé, l’importante proposition connue sous le nom 
de 7'héorème de Descartes repose sur le lemme suivant: 


Leume. — Sif(x) désigne une fonction entière et 
S. — Alg. sup., I. 17 
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que a soit une quantité positive, le nombre des varia- 
tions contenues dans le produit (x—a) f(x) surpas- 
sera d’une unité au moins, et toujours d’un nombre 
impair, le nombre des variations de f(x). 


En effet, ordonnons la fonction f(x) par rapport aux 
puissances décroissantes de x et posons 
HLEY SUP ar +...) (Pie he (Be ETS 
ER (—1)2(P,27r + sa) }, 





en écrivant entre parenthèses tous les termes consécutifs 
qui ont le même signe; le nombre des variations de f(x) 
est évidemment égal à #7. Multiplions f(x) par x—a, 
et écrivons d’abord le produit par x; 1l viendra 


af (x)=(P, 2 +...) —(Piaratie, )(Porratte 
na At (P,æ/nti ot }. 


Pour déduire de ce résultat la valeur du produit 
(x—a) f(x), il faut lui ajouter — af(x). Or je dis 
qu'après cette addition les signes des termes dont les de- 
grés sont respectivement 7M21—I, Ml, Mol,..…, 
m1 seront restés les mêmes. Cela est évident pour le 
premier de ces termes, puisque le produit —af(x) 
n’est que du degré m. Quant au terme du degré m;+t, 
il pourra être modifié, parce que —af(x) peut ren- 
fermer un terme du même degré; mais ce terme, s’il 
existe, est le produit par — a du dernier des termes con- 
tenus dans la première parenthèse de f(x), et, par con- 
séquent, 1l est négatif; donc le signe du terme de degré 
m+1 dansx f(x) ne sera pas changé. Pareillement, si 
— af(x) peut donner un terme du degré m2:+1, ce 
terme est nécessairement le produit par — a du dernier 
des termes contenus dans la deuxième parenthèse de 
f(x),etilale signe +, comme le terme semblable du 
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produit x f(x). Il est évident que le même raisonne- 
ment s'applique à ceux des termes suivants que nous con- 
sidérons. Mais le dernier terme de —af(x) est de signe 
contraire au terme de degré m,+1 qui figure dans xf(x), 
et 1l ne peut se réduire avec aucun de ceux contenus 
dans ce produit. Donc, dans le produit (x—a) f(x), 
les termes dont les degrés sont m+-1, mi+1, mo+1,.……. 

Mmn—<-1 et le dernier terme auront alternativement les 
signes + et —; il y a par conséquent au moins 2+1 va- 
riations dans ce produit. Il peut y en avoir davantage; 
mais comme, en passant d’un signe + à un signe — ou 
inversement, on rencontre nécessairement un nombre 
impair de variations, 1l est évident que, si le produit 
(x— a) f(x) a plus de n7+1 variations, il en aura 
ok n+1, 2k désignant un nombre pair. 


117. Le lemme que nous venons d'établir nous donne 
immédiatement le théorème de Descartes, qui consiste 
dans la proposition suivante : 


Taéorime. — Dans une équation quelconque, le 
nombre des racines positives ne peut pas surpasser le 
nombre des variations du premier membre; et, quand il 
est moindre, la différence est toujours un nombre pair. 


En effet, soit f(x)= o l'équation proposée. Décom- 
posons le polynôme f (x) en ses facteurs linéaires; dési- 
gnons par F(x) le produit des facteurs qui répondent 
aux racines imaginaires ou négatives, et soient &y, Mo, 
a, les racines positives. On aura 

fiæ)=F(x)(x—a) (x —a)...{x— a). 

L'équation F(x) — o n'ayant pas de racines posi- 
uves, le premier et le dernier terme de F{x) sont de 
même signe, et en conséquence le nombre des variations 


17. 
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de ce polynôme est un nombre pair 24 qui peut se ré- 
duire à zéro. 
Le polynôme F(x) ayant 24 variations, le produit 
x) (x — ai) en aura 2ki+1 après la proposition 
F ki+1, d'après la proposit 
précédente, À, étant égal ou supérieur à Æ. Pareillement, 
le produit F{x) (x—a,;) (x—a>) aura 2k:-+2 wvaria- 
P 
tions, et ainsi de suite, de manière que le dernier pro- 
uit, qui est égal à f(x), aura 24, + y variations, k, étan 
duit, qui est égal à f(x), FA tions, #, étant 
un entier positif ou nul. 


Cororrarre. — Dans une équation quelconque, le 
nombre des racines négatives ne peut pas surpasser le 
nombre des variations de l'équation transformée en 
— x, et, quand ilest moindre, la différence est toujours 
ur nombre pair. 


418. Le théorème de Descartes a pour complément 
la proposition suivante, qui n’en est au surplus qu’une 
conséquence : 


Taéorème. — St une équation a toutes ses racines 
réelles, le nombre des racines positives est égal au 
nombre des variations, et le nombre des racines néga- 
iives est égal au nombre des variations de la transfor- 
mee en — X. 


Considérons les différences entre le degré de chaque 
terme d’une équation de degré m et le degré du terme 
suivant. Parmi ces différences, il peut y en avoir qui 
soient des nombres impairs : je les désignerai par 


DAT, Os Ts No, OO ERETS 


quant aux différences qui sont égales à des nombres pairs, 
je distinguerai celles qui répondent à deux termes de 
signes contraires de celles qui se rapportent à deux termes 


ere I. — CHAPITRE VI. 201 
de même signe. Je désignerai les premières par 
Cm ND AO M CORRE 2, 
tandis que les autres seront représentées par 
DE 2 eu Don 


Comme il y a + v + p différences, le nombre des 
termes de l’équation est égalàp+v+p+r, et il est 
évident qu'il manque à celle-ci, pour qu’elle soit com- 
plète, un nombre de termes qui sera égal à 28 + v— p 
si l’on fait, pour abréger, 


S— (hihihi +) + (gi +go + He). 


En ajoutant le nombre des termes contenus dans l’é- 
quation proposée avec le nombre de ceux qui lui man- 
quent pour qu’elle soit complète, on aura évidemment 
une somme égale à m +1; donc 


(1) M—p+ 2% +28. 


Désignons maintenant par V le nombre des variations 
de l'équation proposée, par V’le nombre des variations 
de la transformée en — x, et cherchons la valeur de 
V + V'. Considérons d’abord deux termes consécutifs 
dans lesquels la différence des degrés soit un nombre im- 
pair 2k + 1; 1l est clair que, si ces deux termes offrent 
une variation dans la proposée, ils présenteront une per- 
manence dans la transformée en — x, et inversement ; 
donc les deux termes ne donnent qu’une unité dans 
V + V', et, comme il y a, par hypothèse, u couples de 
termes du même genre, ces termes fourniront x unités 
à la somme V + V’/. Considérons en second lieu deux 
termes consécutifs de signes contraires et dans lesquels 
la différence des degrés soit un nombre pair 2h + 2; ces 
deux termes donnent une variation dans la transformée 
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aussi bien que dans la proposée, et, comme 1l ya » cou- 
ples de pareils termes, ils apporteront 2y unités dans la 
somme V -- V’. Enfin, si l’on considère deux termes de 
même signe et dans lesquels la différence des degrés soit 
un nombre pair 29, ces termes ne donneront aucune va- 
riation dans la transformée en — x et ils ne fourmiront 
rien à la somme V + V’. On a donc, d’après cela, 


(2) V+V =yp-+02», 
et par conséquent la formule (1) peut s’écrire 
(3) m=V+V'+0s8. 


S1 l’on désigne par P le nombre des racines positives de 
l’équation, par P’ le nombre des racines négatives et par 
21 le nombre des racines imaginaires, .on aura aussi 


(4) m—P+P"+o1; 
et la comparaison des formules (3) et (4) donnera 
(5) 21—(V—P)+(V'—P')+028. 


S1 l'équation proposée a toutes ses racines réelles, L'est 
nul; d’ailleurs aucun des nombres V — P, V'_— P' ne 
peut être négatif; donc on à non-seulement 


6) P—V, P'=—V/, 
mais encore 


(7) SO 


Les formules {6) démontrent la proposition énoncée; 
la formule (5) nous fait connaître en outre une limite du 
nombre des racines imaginaires. On en tire effectivement 


LEUR ON FR 


d’où 1l résulte qu'une équation a toujours des racines 
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imaginaires lorsqu'il manque plus d’un terme entre deux 
termes de signes contraires, et lorsqu'il manque même un 
seul terme entre deux termes de même signe. 


CoroLLaAIRE I. — 91 une équation a toutes ses racines 
réelles et positives, l'équation est complète et elle ne 
présente que des variations. 


Car le nombre des variations doit être égal au degré m 
de l’équation, et celle-ci renferme en conséquence m+1 
termes. 


CororzatRe I. — St l'équation f(x) — 0 a toutes 
ses racines réelles et que a soit une quantité positive, le 
produit (x — a)f(x) ne renferme qu'une variation de 
plus que f(x). 


Car, dans chacune des équations 


f#)=0, (æ—e)/(x)=0, 


le nombre des racines positives est égal au nombre des 
variations du premier membre. La deuxième équation 
ayant une seule racine positive de plus que la première, 
elle a aussi une seule variation de plus que celle-cr. 


119. Le théorème de Descartes conduit encore à une 
autre proposition sur laquelle nous croyons devoir ap- 
peler l'attention, parce qu’elle est le point de départ de 
recherches nouvelles dont nous aurons à parler ensuite. 
Cette proposition est la suivante : 


Tuéorëème. — Soient f(x)—o une équation du 
degré m dont les m racines sont réelles, et f'(x), 
f(x), ..., f(x) les m dérivées successives du poly- 
nôme f(x). Si, dans la suite des m-+1 fonctions 


A fee le) 


on substitue successivement deux quantités réelles quel- 


» ? « 
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conques à et 6 >> «a, et si, après chaque substitution, on 
compte les variations de signes que présente la suite 
des résultats, le nombre des variations perdues en pas- 
sant de x = «à x —6 sera précisément égal au nombre 
des racines de l’équation f(x)—o comprises entre « 
et 6. 

En effet, posons successivement x—x'+a et 
x = x'+ 6. Le nombre des racines de la proposée qui 
sont supérieures à & sera égal au nombre des racines po- 
sitives de la transformée f(x'+ &) = 0, et, en consé- 
quence, égal au nombre des variations du polynôme 
f(x'+ a), puisque toutes les racines sont supposées 
réelles. Pareillement le nombre des racines de la pro- 
posée qui sont supérieures à 6 sera égal au nombre des 
racines positives de f(x'+ 6)—o, et, par suite, égal 
au nombre des variations de f(x'-- 6); d’où il suit que 
l'équation f(x)—o a précisément autant de racines 
comprises entre & et 6 qu'il y a d'unités dans l’excès du 
nombre des variations de f{x!'+ «) sur le nombre des 
variations de f(x’ -- 6). Mais on a 


12 rm 


Fa ff) Pa) LE en) 


Le? 1.2...7t 





donc l’excès dont nous venons de parler est égal à la 
différence entre le nombre des variations que présente 
la suite 


fla), Fe) Fe) 2 Fe), 


pour x = &, etle nombre des variations que présente la 
même suite pour x — 6. 


Theorème de Budan. 


120. La proposition précédente cesse d’être exacte, 
lorsque l'équation f(x) — Oo n’a pas toutes ses racines 
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réelles. Mais, en cherchant à en modifier l’énoncé de ma- 
nière à embrasser tous les cas, Budan est parvenu à un 
théorème remarquable que nous allons exposer, après 
avoir établi préalablement un lemme fort important sur 


lequel nous aurons à nous appuyer. 


Lemme. — S: f(x) désigne une fonction entière de 
x ayant pour dérivée f'(x), et que l’on fasse croitre x 
fle) 
Ft) 


s'annulera, il passera toujours d’une valeur négative 


de — ©œûà +, chaque fois que le rapport 


à une valeur positive. 


En ‘effet, soit a une valeur de x pour laquelle f(x) 
s’annule. Si m est le degré de cette fonction et que l’on 
représenté par f(x), f'(æ) ..., fx), ses dérivées 
successives, on aura 

u au? 
f(a+u)=—f(a) al (a) +... + ra A nos 
u 


nt 
! mt 
FEES (ais 





u?—1 


f'{a+u)=#" (a) + <f"(a+.+ Pen 


1.2...(2 —1 
u—1 


—- 





too pe nn NE 


comme il peut arriver que la valeur x — a annule f'(x) 
et quelques-unes des dérivées suivantes, je désignera 
généralement par f(x) la première de ces dérivées qui 
ne s'annulent pas pour x — a. Alors, en divisant l’une 
par l’autre les deux équations précédentes, on aura 


f(a+u) A CANCER, ER La) 


f'(a+u) ‘. 


n un ni à 
n É m 
Je) A re F2 


‘ 
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. . . . 44 
la fraction qui multiplie —; dans le second membre, a 
nr 


pour limite l’unité quand u tend vers zéro; donc, pour 
des valeurs de w positives ou négatives dont le module 
est suffisamment petit, les quantités 


fla+u) 
f'(a +u) 


seront de même signe; il résulte de là que, si L désigne 


u. et 


une quantité positive suffisamment petite, et que l’on 
fasse croître u de —h à + h, le rapport 


far 
J'(a+u) 


5 


d’abord négatif, s’annulera en même temps que u et de- 
viendra ensuite positif. 


Corozraire. — Si le polynôme f(x) et ses n —1 
premières dérivées s'annulent pour x == a, et que h dé- 
signe une quantité positive suffisamment petite, la suite 
des n + 1 fonctions 


flzh Fe) Pl) ee Pre) 


présentera n variations pour x —=a—h, et elle n’offrira 
que des permanences pour x=a+h. 
En effet, deux fonctions consécutives de cette suite 
u 


sont de signes contraires pour x — a — h, et elles sont 
de même signe pour x = a +.h. 


121. Tuéorème pe Bupan. — ÆZtant donnée une 
équation quelconque f(x) — o de degré m, si dans les 
m + 1 fonctions 


(1) fe) Piel Fe) Fa) 


on substitue deux quantités reelles quelconques a el 
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6 a, et si, après chaque substitution, on compte les 
variations de signe que présente la suite des résultats, 
le nombre des racines de f(x) — 0 comprises entre « et 
6 ne peut jamais surpasser celui des variations perdues 
de x=aàx—6, et, quand il est moindre, la diffé- 
rence est toujours un nombre pair (1). 


En effet, quand on fait croître x d’une manière con- 
tinue de à à 6, la suite des signes des fonctions (1) ne peut 
éprouver de modifications qu’à l'instant où x atteint et 
dépasse une valeur qui annule quelqu’une de ces fonc- 
tons; supposons donc que, pour x —a, une ou plu- 
sieurs des fonctions (1) s’annulent. Parmi ces fonctions 
qui s’annulent, pour x == à, il peut y en avoir plusieurs 
qui soient consécutives; soient donc généralement 


(2) LAS MN ar Cr MRC OR Lens à 


n fonctions consécutives qui s’annulent pour x — a, le. 
nombre 7 pouvant se réduire à l’unité. L'indice uw peut, 
être zéro, auquel cas f(x) représente la fonction f (x); 
mais le dernier indice u--n—1ne peut être égal à mn, 
car la fonction f(x) estune constante différente de zéro. 

Cela posé, considérons la portion de la suite (1) qui 
comprend les fonctions (2) et la fonction suivante, 
SaVOIr : 


(3) fhir) r A D A À Ta VEN NS PRE 


d’après le corollaire du lemme qui précède, si désigne 


(") Ce théorème est souvent attribué à Fourier, qui l’avait sans aucun 
doute rencontré dans ses recherches ; mais la priorité appartient réelle- 
ment à Budan, qui communiqua en 1811 à l’Académie des Sciences la 
démonstration complète du théorème. L’énoncé que nous adoptons ne 
diffère que dans la forme de celui donné par Budan, et il est tel que 
Fourier l’a présenté dans son Analyse des équations, publiée après sa mort, 
en 1831, par les soins de Navier. 
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une quantité positive suffisamment petite, les n+1 
fonctions de la suite (3) offriront x variations pour 
x —=a—h,tandis qu’elles ne présenteront que des per- 
manences pour x — a+ h. Appliquons successivement 
ce résultat aux cas deu—oet deu >> o. 

Dans le cas de u — o, on peut dire que : st les n pre- 
miers termes de la suite (1) s’annulent pour x = a, 
c'est-à-dire si l'équation f(x) =0o a n racines égales 
à a, la portion de la suite (1) qui embrasse les n +1 
premiers termes perd n variations, quand on passe 
déxr=à4-hàax—=a+%.h. 

Dans le cas de => 0, joignons aux fonctions (3) celle 
qui les précède dans la suite (1), on aura les 7 + 2 fonc- 
tions 


(4) SRE à Fr(x), PAGES nas FETES Pire Ar 


S1 2 est un nombre pair 24, l'équation f*(x) —o a 2k 
racines égales à a, et, en conséquence, f*(x) ne change 
pas de signe quand x varie dea—h à a+ h; d’ailleurs 
f(x) conserve aussi le même signe; donc la suite (4) 
perdra 2Æ variations quand on passera dea—hàa+h. 
Si, au contraire, 7 est un nombre impair 2k + 1, l’équa- 
tion f*(x)—o a 2k +1 racines égales à a et f*{(x) 
change de signe quand x varie de a—h à a +; 
comme f#—'(x) conserve le même signe, il s'ensuit que 
la suite des deux fonctions f(x), f(x) perdra ou 
gagnera une variation dans le passage de a—hàa—+h, 
et, par conséquent, la suite (4) perdra dans ce cas 
(2k+ 1), c'est-à-dire 24 ou 2k+ 2 variations. On 
peut donc dire que : si n termes consécutifs de la suite(x), 
ne comprenant pas le premier terme, s'annulent pour 
x— a, la portion de la suite (1) qui embrasse ces n 
termes avec celui qui les précède et celui qui les suit 
perd un nombre pair de variations, quand on passe 
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de a—h à a+h; ce nombre de variations perdues 
peut se réduire à zéro quand n = 1; mais, pour n >1, 
il est positif. 

Il résulte de là que, x croissant de & à 6, chaque fois 
que cette variable atteint et dépasse une valeur & qui 
annule quelques-unes des fonctions (r), cette suite perd 
y + 2k variations, £ étant un entier positif ou nul, et le 
nombre y, qui peut aussi se réduire à zéro, étant préci- 
sément égal au nombre des racines de l'équation f(x) —0o 
qui sont égales à a. Si donc N désigne le nombre total des 
racines réelles égales ou inégales comprises entre « et 6, 
le nombre des variations perdues en passant de x = « 
à x — 6 sera égal à N ou égal à N augmenté d’un nombre 
pair. 

CorozraiRe. — Si l'équation f(x) — 0 a N racines 
comprises entre « el 6, et que la suite (1) perde N + 2K 
variations dans le passage de x — à à x — 6, l’équa- 
tion a au moins 2K racines imaginaires. | 


En effet, désignons par N, le nombre des racines com- 
prises entre — et «, par N’celui des racines comprises 
entre 6 et + æ. Soient aussi No + 2K,, N' + 2K'les 
nombres de variations perdues dans la suite (1) quand on 
passe de x= — à x = a et de x—6 àx— +. Il 
est évident que pour æ — — la suite (1) présente m 
variations, tandis qu’elle n’a que des permanences pour 
== 00: 0n.adonc 


N+N+N+2kK, +2K+2K'— m; 


le nombre 21 des racines imaginaires est égal à 
m—(No + N + N°), et l’on a conséquemment 


I=K,+K+K', d'où I—ou >K. 


122. Nous présenterons ici deux remarques au sujet 
du théorème de Budan. 
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Quand on applique ce théorème, il peut arriver que 
l’un des nombres à et 6 qu’il faut substituer à x annule 
quelques-unes des fonctions de la suite (1). On sauve 
cette difficulté en substituant & + À au lieu desæet6 — 
au lieu de 6, k désignant, comme précédemment, une 
quantité positive suffisamment petite. Aucun calcul ne 
sera d’ailleurs nécessaire, car supposons que l'hypothèse 
x = à annule les termes de la suite (3) à l'exception du 
dernier, nous savons que cette suite (3) n'offre que des 
permanences pour æ —=æ-+h. Si c’est, au contraire, 
l'hypothèse x = 6 qui annule les fonctions dont nous 
venons de parler, la suite (3) ne présentera que des va- 
rations pour x = 6 — h. 

Le théorème de Descartes peut être regardé comme un 
corollaire de celui de Budan. Supposons, en effet, que l’on 
veuille appliquer ce dernier théorème en prenant æ — 0, 
6— +o. Pourx=+, la suite des fonctions (r) ne 
présente que des permanences, el pour æÆ —= Oo ces fonc- 
üons se réduisent aux coefficients de l’équation f(x) = 0, 
en faisant abstraction de certains multiplicateurs numé- 
riques et essentiellement positifs. À la vérité, l’hypo- 
thèse x == 0 peut annuler quelques-unes des fonctions (1), 
et cela arrive nécessairement si l’équation proposée 
manque de quelques termes. Mais supposons qu’au lieu 
de substituer zéro on ait substitué successivement — 
et + }; comme le nombre des variations perdues en pas- 
sant de —/# à + h est pair, si, comme on le suppose, 
l'équation proposée n’a pas de racines nulles, il est permis 
de ne tenir aucun compte de celles des fonctions (1) qui 
s’annulent pour x — 0, lorsque l’on applique le théorème 
de Budan en prenant « — + het6 — + æ ,ou, ce qui 
revient au même, en prenant à = 0, 6 == + « . Il résulte 
donc du théorème de Budan que: si l'équation f (x) = 0 
a N racines positives, la suite des coeflicients des termes 
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contenus dans le premier membre offrira N+—oKkK va- 
riations, K étant un entier positif ou nul; ce qui est 
précisément le théorème de Descartes. 


Théorème de Rolle. 


123. La proposition connue sous le nom de théorème 
de Rolle est utile dans quelques circonstances, et elle se 
rattache directement à la théorie que nous exposons; 
aussi croyons-nous devoir la présenter 1c1. 


Taéorème. — S5 a et b désignent deux racines consé- 
cutives de l'équation f(x) := 0, en sorte que cette équa- 
tion n'ait aucune autre racine comprise entre a et b, 
l'équation f'(x) = 0, obtenue en égalant à zéro la dé- 
rivée de f(x), a au moins une racine comprise entre a 
et b, et, quand elle en a plusieurs, le nombre de ces ra- 
cines est impair. 


En effet, si l’on suppose à => a et que l’on désigne 
par À une quantité positive suffisamment petite, le pre- 
mier des deux rapports 


fia+h) J(b—h) 
fast FO? 


sera positif, tandis que le second sera négatif (n° 120). 
D'ailleurs les numérateurs f(a+h) et f(b—h) sont 
de même signe, puisque l'équation proposée n’a pas de 
racine entre a + h et b— h; donc les dénominateurs 
f'(a+ h), f'(b—h) sont de signes contraires, et, en 
conséquence, l'équation f’(x) = o a un nombre impair 
de racines comprises entre a + h et b— kh, ou entre a 
et b. Il faut remarquer que ce théorème subsiste, lors 
même que a ou b serait une racine multiple de l’équa- 
tion proposée. 
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CoroLLAIRE I. — Deux racines consecutives « et 6 de 
l'équation f'(x) — o ne peuvent comprendre entre elles 
plus d’une racine de l’équation f(x) = 0. 


Car, si l'équation f (x) — 0 avait deux racines a et b 
comprises entre & et 6, l'équation f’(x)—0o aurait au 
moins une racine y comprise entre & et b; cette racine 
serait donc comprise, à plus forte raison, entre « et 6, 
ce qui est contre l'hypothèse. 

CorozLatREe Il. — S5 l'équation f(x) — ode degré m 
a toutes ses m racines réelles, l'équation f'(x) = 0 a 
également toutes ses racines réelles, et deux racines 
consécutives de la seconde équation comprennent tou- 
jours une racine de la première. 


Désignons par 
(1) PARUS PR RC PAPA 7 10 


les racines de l'équation f(x) = 0, rangées par ordre de 
grandeur à partir de la petite, et par 


FUN ENS TER A ENS 
les degrés de multiplicité de ces racines, on aura 
MNT ER ae “TUE 


Cela posé, d’après le théorème des racines multiples, 
l'équation f’(x) — 0 à m, —1 racines égales à a,, elle en 
a M —1 égales à 4:,..., mn —1 égales à a,; le nombre 
de ces racines est mn. En outre, d’après le théorème 
de Rolle, l'équation f'(x)—0o a au moins une racine 
comprise dans chacun des 7 — 1 intervalles que forment 
deux termes consécutifs de la suite (1); elle ne peut d’ail- 
leurs en avoir plus d’une dans chaque intervalle, puisque 
le nombre total de ces racines est m—r. 

Soient 

BEBE A PO 


4 
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les 2 — 1 racines de f’(x) = 0 dont nous venons de par- 
ler et qui sont respectivement comprises dans les 7 —1 
intervalles formés par deux termes consécuufs de la 
suite (1). Il est évident que les termes de cette suite (r) 
seront compris respectivement dans les x intervalles for- 
més par la suite 


(2) eo, bi, ba, ue (LT “+ © ; 


w. 


les termes de la suite (2) séparent donc les racines (x) de 
l'équation proposée. 


124. ExemrPLe. — Pour donner un exemple des appli- 
cations du théorème de Rolle, nous établirons une pro- 
priété importante que possède une classe de fonctions qui 
se présentent dans diverses recherches mathématiques. 
Posons, pour abréger, 

22 FIN ya 
f(æ) mL n ? 
MN 
et désignons par 


der Éth Hate Rte 


les dérivées successives du polynôme f(x); la fonction 
que j'ai en vue et que je désignerai par X, est définie 
par la formule 
DT AE DE 

La fonction f(x) étant un polynôme de degré 27, sa 
nième dérivée, f(x) ou X, sera un polynôme du degré n. 
Cela posé, je dis que l’équation 

NES 0 


a ses n racines réelles, inégales et comprises entre —1 
et HI. 
Pour établir cette proposition, il suffit d'appliquer 
n fois de suite le théorème de Rolle à l'équation 
flæ)= 0. 


S. — Alg. sup., I. 18 
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Cette équation anracines égales à—retz racines égales 
à +— 1; donc l’équation 


P'ite0 


aura 2 —1 racines égales à — 1, 2 —1 racines égales à 


+ 1, et une racine a, comprise entre —1et +1. De là 
il résulte que l’équation 


FEES 


a n—2 racines égales à —1,72—2 racines égales à +7, 
une racine D, entre — 1 et a,, et une racine D, comprise 
entré di et r=ET. 

Il n’est pas nécessaire de pousser plus loin ce raison- 

rs je 2 = n 7e 

nement, pour reconnaître que l’équation f{x)=— 0 ou 
X,—oases racines réelles, inégales et comprises entre 
— et +1, ainsi que nous l’avions annoncé. 


125. On peut tirer du théorème de Rolle les condi- 
uons de la réalité de toutes les racines d’une équation 
de degré donné; mais, devant bientôt faire connaître une 
méthode beaucoup plus simple qui remplira le même 
objet, nous n’aborderons point ici cette question géné- 
rale, et nous nous bornerons à appliquer le théorème à 
la détermination du nombre des racines réelles d’une 
équation trinôme, telle que 


fr) = a+ pare g 0 


dans laquelle nous supposerons les exposants mn et n im- 
pairs. 

Le nombre total des variations contenues dans cette 
équation et dans sa transformée en —x est égal à r ou 
à 3; le nombre des racines réelles est donc lui-même égal 
à 1 ou à 3; 1l s’agit de ‘distinguer ces deux cas. La dé- 
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rivée f’(x) a ici pour valeur 


à (æ) = m x"! Ê AE : 
mn 
si p est positif, l'équation f’(x) = 0 ne peut avoir d’autre 
racine réelle que zéro; donc la proposée ne peut pas avoir 
dans ce cas trois racines réelles. Si p est négatif, et que 
l’on désigne par D le radical 


LS dde 1 


reel 


m 


l'équation f’(x)—= 0 admettra les racines —b et + b, 
indépendamment des racines nulles qu’elle peut avoir et 
qui sont, par hypothèse, en nombre pair. Alors, si la pro- 
posée a trois racines réelles, — b sera comprise entre les 
deux plus petites, tandis que + à le sera entre les deux 
plus grandes ; donc ces trois racines serontrespectivement 
comprises dans les trois intervalles que forme la suite 


72 OO — D, + b, + ©, 


ce qui exige que l’on ait 
f(—-6)>0o, f(+<b)<o. 

Réciproquement, si ces conditions sont remplies, l’é- 
quation proposée aura nécessairement (n° 115) une ra- 
cine comprise entre — et — b, une deuxième entre 
— D et + D, une troisième enfin entre + b et + « . En 
remettant au lieu de b sa valeur, on trouve que nos 
deux conditions deviennent 


m mm 


np\n—n 7 nD\—" 
-(-7) Ent nbiss À (7) 
ï m ZE UE mn 
et elles peuvent s'exprimer par une inégalité unique, en 
écrivant que la puissance (m—n)°r de la quantité in- 
termédiaire est inférieure à la puissance (m—n)"%e de 
ere 
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l’une des quantités extrêmes. On obtient ainsi la condi- 
uon demandée, 


ñnq mn np nm 
Le +(— 0; 
(= — =) m < 


on voit qu’elle n’est jamais satisfaite quand p est >> 0. Si 
le premier membre de cette inégalité se réduit à zéro, 
l'équation proposée a encore trois racines réelles, mais il 
est évident que deux de ces racines sont égales entre elles. 
Si l’on a 
MELON MERATS 
l'équation proposée devient 
2 + pr +q—O, 


ce qui est la forme à laquelle peut être ramenée toute 
équation du troisième degré (n° 62). Quant à la condi- 
üon de réalité des trois racines, elle devient 


2 3 
RATE ou 4pÿ+27q <To. 


DT 


Théorème de Sturm. 


126. Parmi les problèmes que l’on rencontre dans la 
théorie des équations, l’un des plus importants est celui 
qui a pour objet la découverte d’une règle à l’aide de la- 
quelle on puisse déterminer le nombre exact des racines 
réelles d’une équation qui sont comprises entre deux 
nombres donnés. 

La proposition du n°119 nous a donné la solution de ce 
problème pour ce qui concerne les équations dont toutes 
les racines sont réelles, et les recherches de Budan ont eu 
pour objet, comme on l’a vu, de tirer des mêmes prin- 
cipes un critérium qui püt s'appliquer à tous les cas. 
Mais, malgré son utilité incontestable, le beau théorème 
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auquel ce géomètre est parvenu ne donne pas une solution 
complète de la question que nous venons de poser. 

L’Algèbre offrait ainsi une lacune regrettable, mais 
cette lacune se trouva comblée de la manière la plus heu- 
reuse par le fameux théorème de Sturm. Ce grand géo- 
mètre communiqua à l’Académie des Sciences, en 1829, 
la démonstration de son théorème qui constitue l’une 
des plus brillantes découvertes dont se soit enrichie 
l'Analyse mathématique. 


127. Le théorème de Sturm consiste dans la proposi- 
tion suivante : 

TaéorèmEe. — Ltant donnée l'équation V —0 dont le 
premier membre est une fonction entière d'un degré 
quelconque m de l’inconnue x, et qui n'a pas de ra- 
cines égales, soit V, la dérivée du polynôme V. Effec- 
tuons la division de V par V,, jusqu'à ce que nous 
soyons arrivé à un reste de degré inférieur au degré. 
de V,, changeons les signes de tous les termes de ce reste 
et désignons par V, ce qu'il devient alors. Divisons de 
méme V, par V),, et, après avoir change les signes des 
termes du Teste, TOUS AUTONS ur nouveau polynôme NS 
dont le degré sera inférieur au degré de V,. Divisons 
pareillement V, par V; et continuons la méme série 
d'opérations, comme s'ils agissait de déterminer le plus 
grand commun diviseur des polynômes V et V,, mais 
en ayant soin de changer les signes de chaque reste 
avant de le prendre pour diviseur. L’'équation proposée 
n'ayant pas de racines égales, nous arTivel'ons après un 
certain nombre p—1 de divisions à un reste numérique 
différent de zéro, et nous représenterons par V, ce reste 
changé de signe. Nous obtiendrons ainsi une suite de 
u+1 fonctions 


(x) RNA FN PAYER UT, 


\ 
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dont les degrés, par rapport à x, formeront une suite 
décroissante. 

Cela posé, soient à et 6 « deux quantités réelles 
quelconques données, et substituons successivement « 
et6 à x dans les fonctions (1). Le nombre des racines 
réelles de l'équation V — 0, comprises entre « et 6, sera 
précisément égal à l'excès du nombre des variations 
que présente la suite des signes des p+ 1 fonctions (1) 
pour x = à, sur le nombre des variations que présente 
la suite des signes des mémes fonctions pour x== 6. 


Désignons par 


OO NO 
les quotients que l’on obtient en divisant V par V,, V; 
par Vo...., V,_o par V,_,; on aura cette suite d’éga- 
htés : 
AV, 2 Vi Q; eV es 
Va Ye Q> eu Vi 
(2) {Vi V3Qs — V:, 


Vino Vi Qui — Ve 
qui conduisent aux deux conséquences suivantes : 


1° Dans la suite (1), deux fonctions consécutives ne 
euvent s’annuler pour la méme valeur de x. 
P Î 


Enieffet, s1 lon avant Ve, 0, Vi CPAS 
certaine valeur de x, la relation 


(3) Vin VrQr— Vr+ 


montre que l’on aurait en même temps Vy,,—0. On 
conclut de là que, si une même valeur de x annulait deux 
fonctions consécutives, elle annulerait aussi toutes les 
suivantes, ce qui est impossible, puisque la dernière fonc- 
tion V, est une constante différente de zéro. 
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2° Si, pour une valeur de x, l’une des fonctions de 
la suite (1), autre que la première, s'annule, la fonc- 
tion précédente et la fonction suivante sont de signes 
contraires. 


En effet, si l’on a V;— 0, l'égalité (3) donne 
Var Nr 
Faisons maintenant croître x d’une manière continue 
entre les limites « et 6; la suite des signes des fonc- 
tions (1) ne pourra être modifiée qu’à l’instant où x at- 
teindra et dépassera une valeur qui annule une ou plu- 


sieurs des fonctions de la suite (1). Soit a l’une de ces 
valeurs, et supposons d’abord que, parmi les fonctions 


ÉTAT 


qui s’annulent pour x — a la première V ne soit pas 
comprise. 

S1 2 désigne une quantité positive suffisamment petite, 
les équations V4_,—0, Vy:,== 0 n'auront aucune racine 
entre a — h et a+ h, et en conséquence chacune des 
foncüons V;_1, Vx,, conservera le même signe quand on 
fera croître x de a—h à ah. Ces fonctions étant 
de signes contraires pour x — a, comme nous l'avons 
dit plus haut, elles sont pareillement de signes con- 
traires pour x—a—h, ainsi que pour x— a+ Ah; donc 
la portion de la suite (1) qui comprend Îles trois fonctions 


Va Nr. Vi 


offre une variation unique pour x—=a—h, ainsi que 
pour x—a+h; cela s'applique évidemment à cha- 
cune des portions de la suite (1) qui sont formées par 
l’une des fonctions Vz, V,,... et les deux qui la com- 
prennent. On peut conclure de là que la suite des signes 
des fonctions (1) ne perd ni ne gagne aucune variation 
quand x croît de a—h à a+ h. 
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Supposons maintenant que x, croissant de & à 6, at- 
teigne une valeur a qui annule la fonction V, et pour 
laquelle quelques-unes des autres fonctions dela suite(x), 


telles que 
VAN IE ME 


puissent aussi s’annuler. Le raisonnement qui précède 
montre que la portion de la suite (1) formée avec l’une de 
ces dernières fonctions et les deux qui la comprennent 
présente une variation unique pour x—a—h, ainsi 
que pour x—a+h. D'ailleurs, d’après le lemme du 


n°1920, le rapport a passe du négatif au positif quand x 
1 


croît de a—hàa+k; ce qui revient à dire que les deux 
fonctions V, V, offrent une variation pour x—a—h, et 
une permanence pour x — a+ h; donc, dans le passage 
de x—a—h à x—a+h, la suite entière des fonc- 
tions (1) perd une variation et n’en perd qu’une seule. 

En résumé, si x croît d’une manière continue depuis « 
jusqu’à 6, le nombre des variations de la suite des fonc- 
tons (1) n’éprouve de modification que quand x atteint 
et dépasse une racine de l'équation V — 0, et chaque fois 
que x atteint et dépasse une telle racine, il y a une varia- 
üon perdue, dans la suite des fonctions (1); ce qui dé- 
montre le théorème énoncé. 


128. Sturm a fait lui-même sur son théorème des 
remarques importantes que nous reproduisons 1c1. 

1° Dans les divisions successives qui servent à trouver 
les fonctions V:, V:,..., il est permis de multiplier ou 
de diviser les dividendes ou les diviseurs par des nom- 
bres positifs quelconques; les fonctions (1) se trouveront 
alors multipliées par des facteurs positifs, ce qui ne chan- 
gera point leurs signes; mais il faut éviter de supprimer 
ou d'introduire des facteurs négatifs. 
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2° La condition que la dernière des fonctions (1), sa- 
voir V,, est une constante, n'intervient pas dans la dé- 
monstration que nous avons présentée du théorème ; cette 
démonstration suppose seulement que V, ne change pas 
de signe quand x varie de & à 6. Il résulte de là que si, 
parmi les fonctions (1), il s’en trouve une Vz qui n’ait 
aucune racine comprise entre æ et6, on pourra arrêter 
la suite (1) à cette fonction et faire abstraction de toutes 
celles qui suivent. 

3° Il peut arriver que l’une des limites &, 6 annule 
une ou plusieurs des fonctions de la suite (1); mais il 
ne saurait résulter de cette circonstance aucun embarras 
pour compter le nombre des variations. Il suffira effecti- 
vement, dans ce cas, de substituer «à —} au lieu de & ou 
6+ h au lieu de 6, 2 désignant une quantité aussi petite 
que l’on voudra. Supposons que la fonction V s’annule, 
soit pour x —&, soit pour x—6. Ainsi que nous l’avons 
vu, les deux fonctions V, V, offriront, dans le premier 
cas, une variation pour x —a—}h, et une permanence, 
dans le deuxième cas, pour x=6+h. Quant aux fonc- 
tions qui suivent, si l’une d’elles s’annule pour x—« ou 
pour x—6, nous avons vu que, pour une valeur de x très- 
peu différente de & ou de 6, la suite formée par cette 
fonction et les deux qui la comprennent offre toujours 
une varlalion unique. 


129. Le théorème de Sturm s'applique sans modifica- 
tion aux équations qui ont des racines multiples, pourvu 
que l’on fasse abstraction du degré de multiplicité de ces 
racines. 

En effet, soit X—o une équation qui a des racines 
multiples, et désignons par X, la dérivée du polynôme À. 
Opérons sur les fonctions X et X,, comme s’il était ques- 
üon de chercher leur plus grand commun diviseur, en 
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ayant soin de changer le signe de chaque reste, ainsi que 
1e prescrit l'énoncé du théorème. On obtiendra ainsi la 
suite de fonctions 


(1) KR UXS IX ER 


dans laquelle le dernier terme ne sera plus constant; 
mais trois fonctions consécutives seront encore liées 
entre elles par une égalité de la forme 


Xy-1 Fi 4 XxQz #1 X +1; 


où Q; désigne une fonction entière. 

Soit D le produit des facteurs linéaires communs 
à X et à X,;1l est évident que les fonctions (1) pourront 
être divisées exactement par D, et si l’on désigne par 


(on) MN VAS CVS EVE AVE 


les quotients de ces divisions, la dernière des fonctions (2) 
sera une constante ; en outre trois fonctions consécutives 
de cette suite seront liées entre elles par la relation 
Vin Ve Qr— Vs; 
enfin, d’après le lemme du n° 120, le rapport né te 
sas 
passera toujours, en s’annulant, d’une valeur négative à 
une valeur positive. En conséquence, on peut appliquer 
aux fonctions (2) le raisonnement entier du n°127, et il 
en résulte que, si6 est ©&«, l'équation V =0o ou X=o a 
autant de racines comprises entre & el 6 qu'il ya de va- 
riations perdues dansla suite des signes des fonctions (2), 
lorsque x croît de & à 6. Enfin, comme les fonctions (1) 
s’obtiennent en multipliant les fonctions (2) par un 
même polynôme D, il est permis de substituer les unes 
aux autres. 
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Des conditions de réalité de toutes Les racines d’une 
équation de degré donne. 


130. Pour avoir le nombre total des racines réelles 
d’une équation donnée V = o, il suffit de former, confor- 
mément au théorème de Sturm, la suite des fonctions 


(1) RM Ven Do Re 


et d’y subsütuer successivement deux limites L, L’, 
entrelesquelles touteslesracinesréelles soientcomprises ; 
mais comme, pour une valeur de x dont le module est 
suffisamment grand, une fonction entière a toujours le 
signe de son premier terme, et que nous n’avons à nous 
préoccuper que du signe des résultats des substitutions, 
on peut prendre, pour plus de commodité, — et +0 
au lieu de L et de L/. Soient donc k le nombre des va- 
riations contenues dans la suite des fonctions (1), pour 
x —=—2 ; k le nombre des variations de la même suite 
pour x — + , le nombre des racines réelles de l’équa- 
bon — oséra À}. 

S1 l’on veut avoir séparément le nombre des racines 
positives et celui des racines négatives, 1l faudra en outre 
substituer zéro à x dans la suite (1), ce qui réduira cha- 
cune des fonctions à son dernier terme; soit Æ, le nombre 
des variations de la suite (1) pour x = 0, l'équation pro- 
posée aura À, — # racines positives et À — k, racines 
négatives. 


131. Supposons maintenant que l’on veuille connaître 
les conditions qui doivent être remplies pour que l’équa- 
tion V :— o, du degré m, ait ses m racines réelles et iné- 
gales. IT faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que la 
suite des fonctions (1) perde m»# variations quand x croît 
de — à + ; cela exige d’abord que cette suite ait au 
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moins m + 1 termes; or elle ne peut en avoir davan- 
tage : donc le nombre y est égal à m, et les fonctions (1) 
sont respectivement des degrés 


m, NLEMS LENS ï O. 


En outre la suite des signes des m+r fonctions (1) 
doit renfermer m variations pour x =— , et elle n’en 
doit plus offrir aucune pour x = + ; ilest évident que 
cela revient à dire que le coefficient du premier terme, 
dans chacune des fonctions (1) doit être positif. 

On peut énoncer, d’après cela, la proposition suivante : 


Pour qu'une équation du degré m ait ses m racines 
réelles et inégales, il faut et il suffit que la suite formée 
conformément à l'énoncé du théorème de Sturm se com- 
pose de m+1 fonctions, et que, dans chacune de ces 
fonctions, le coefficient du premier terme soit positif. 


Comme, dans les deux premières des fonctions dont 
nous venons de parler, le coefficient du premier terme est 
toujours positif, la proposition précédente indique seule- 
ment m#—1 conditions pour la réalité de toutes les ra- 
cines. Mais il se peut que ces conditions rentrent les unes 
dans les autres; le nombre m—1 ne doit donc être re- 
gardé que comme une limite supérieure. 

ExempLe.— Prenons pour exemple l’équation du troi- 
sième degré 

X + px + q —0; 
pour éviter les dénominateurs, dans les deux divisions 
que nous avons à exécuter, je multiplie les dividendes 
respectivement par 3 et 4p?; on a alors 


V—2<px+q, où 3x°+3px+3q, 
V, = 32? + p, où 12p°a°—+ 4p5, 
Vo=— 2px—3q, 

NP MP d: 
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Les conditions de réalité des trois racines sont donc 
a A Et Ve VE UE 


mais la première condition est comprise dans la seconde ; 
celle-ci peut s’écrire 


4p#+27q <o; 


c’est la même que nous avons déjà obtenue par une autre 
voie, au n° 125. 


Extension de la méthode de Sturm. 


132. Les fonctions dont le théorème de Sturm prescrit 
l’emploi peuvent être quelquefois suppléées, ainsi que l’a 
remarqué l'illustre auteur, par d’autres fonctions qui 
remplissent le même objet. 

Soient 


(1) \E V;, V>, PCT Vu 


u +1 fonctions entières d’une variable x qui satisfont 
aux conditions suivantes : 

1° Que la dernière fonction V, ne change pas de 
signe quand x varie entre deux limites données « et 
ON. 

2° Que deux fonctions consécutives ne puissent s’an- 
nuler pour une méme valeur de x comprise entre « 
et 6; 

3° Que st une fonction autre que la première s’an- 
nule pour une valeur de x comprise entre « et 6, les 
deux fonctions qui la comprennent aient alors des va- 
leurs de signes contraires ; 


Y . 
Aù Que le J'apport Y. passe toujours du négatif au 
1 


positif chaque fois qu'il s'annule, quand x croît de à 


à 6. 
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Il est évident que ces conditions sont les seules que 
nous ayons fait intervenir dans la démonstration du 
n° 127; on peut donc affirmer que, dans notre hypo- 
thèse, le nombre des racines réelles de l’équation V = 0 
comprises entre & et 6 est égal au nombre des variations 
perdues par la suite (1) dans le passage detre "à 
JE 6. | 

Supposons que la dernière des quatre conditions que 
nous venons de mentionner soit remplacée par la condi- 


. . . V 2 
tion contraire, Savoir : que le rapport ÿ. passe toujours 
1 


du positif au négatif en s'annulant, quand x croit de « 
à 6. Les trois premières conditions étant maintenues, il 
est évident que le nombre desracines réelles de l'équation 
V = 0 compris entre & et 6 sera égal au nombre des 
variations gagnées par la suite (1), quand x croît de & à 6. 

C'est uniquement pour fixer les idées que nous avons 
supposé 6 >>«; les mêmes choses ont lieu dans le cas de 
6 x, seulement les variations perdues deviennent des 
variations gagnées, et inversement. 


133. Supposons maintenant que les trois premières 
des quatre conditions précédentes existent seules, et que 
l’on ait constaté chez la suite (1) une perte ou un gai 
de X variations dans le passage de x=aàx—6, a et 6 
étant des quantités quelconques données. Il est évident 
que, si l’on fait varier x dans le même sens, depuis x=« 
jusqu’à x — 6, le nombre des variations de la suite (1) 
ne pourra être modifié qu’à l'instant où x atteindra et 
dépassera une valeur qui annule la première foncüion V. 
Donc la perte ou le gain de # variations ne peut avoir lieu 
que si l’équation V — o a au moins Aracines réelles entre 
« et 6. 

En outre, si l’on désigne par À l’excès du nombre de 
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4 V k ; 
fois que le rapport + en s’évanouissant et en changeant 
4 | 


e signe, passe du positif au négatif, sur le nombre de fois 
de signe, p du positif tif, I bre de f. 
que le même rapport, en s’évanouissant et en changeant 
de signe, passe du négatif au positif, on aura nécessaire- 
ment 
ANR 
e signe + ayant lieu dans le cas où la suite (1) gagne 
le signe + ayant lieu d l l t k 
variations quand on passe de x = « à x —6, et le signe — 
ans le cas où la même suite perd Æ variations. 
dans | Il P 
ésignons aussi par xcès du nombre de fois qu 

Désig par À'l’e d bre de fois que 
V; 
V 
le nombre de fois que le même rapport s’annule en passant 
du négatif au positif, quand x varie de « à 6. Comme 
Vet V, sont, par hypothèse, de signes contraires, chaque 


le rapport s’annule en passant du positif au négatif sur 


. V V 
fois que V, s’annule, les deux rapports v{T. passent, 


l’un du positif au négatif, l’autre du négatif au positif; 
si donc on représente par #’ le nombre des variations 
gagnées ou perdues par la suite 

(2) Vives Sa Nes 


dans le passage de x = «x à x —6, on aura, comme plus 
haut, 





PNEU 


Comparons maintenant les nombres z et #’. La suite (2) 
se déduit de la suite (1) en supprimant dans celle-ci le 


; . V ; À 
premier terme; donc, si le rapport A a le même signe 


PONS NECtpour T0, On aura K==#* et, par 
suite, 
A'— — A; 
ÿ 


si it le signe + pour x—« et le signe — pour x —6, 
1 
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on aura À —k +1, le signe supérieur ayant lieu quandil 
y a gain de variations dans le passage de x = a à x = 6, 
et inférieur dans le cas contraire; on a donc 


A—— À HT; 


CV ; Ô 
enfin, si ne le signe — pour x =, et le signe + pour 
:l 


x —6, on a encore k# —k 1; mais ici le signe supé- 
rieur a lieu dans le cas d’une perte de variations, et le 
signe inférieur dans le cas contraire ; il en résulte que 


NT NET" 
Ainsi, en résumé, l'excès A est égal à — À, à —A+: 
2 u le) ? 


: ; : V 
ou à — À —1; le premier cas a lieu quand va le même 
1 


signe pour x = «& et pour x — 6; le deuxième cas, quand 
le même rapport est positif pour x = « et négatif pour 


es V ; k 
x — 6; le troisième cas, enfin, quand e est négatif pour 
1 


x = «à et positif pour x = 6. On trouvera plus loin une 
application importante de ce résultat. 

S1 le nombre Æ est égal au degré m de la foncüion V, 
l'équation V = o a toutes ses racines réelles; en outre, 
quand x croît constamment ou décroît constamment de & 


V RE 
à 6, le rapport VA chaque fois qu’il s’annule, passe tou- 


jours du positif au négatif, ou toujours du négatif au po- 
sitif. Il suit de là que le raisonnement dont nous avons 
fait usage (n°123) pour établir le théorème de Rolle 
est applicable à la fonction V,, comme si cette fonction 
était ladérivée de V ; en conséquence, deux racines de l’é- 
quation V = o comprennent nécessairement une racine 
de l'équation V,—o. Si cette dernière équation est du 
degré m—-1, elle aura toutes ses racines réelles, et ces ra- 
cines sépareront celles de l'équation V == 0. 
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134. Pour bien faire sentir l'importance des consi- 
dérations qui précèdent, je les appliquerai à un exemple 
remarquable, celui de la fonction dont nous nous 
sommes déjà occupé au n° 124 et que nous avons repré- 
sentée par X». 

Cette fonction X, est la nie dérivée de la fonction 








(a?— 1} 
1.2...nX2% 
ou 
ge — on jar? a?2n—2 nn, ….+(— I }5 PA ame > 1) ste. | ; 
As settbe HART 
on a donc 


Honrn).{(r#r)i 
D. ares ME 212.6: anran PT € Ve 
enr LS (r+1—27) 
Le D Aer ler À ACC à 
scie (2.4...24)[2.4...(2n—2#)] 


Le polynôme X, est du degré n; il ne renferme que des 
puissances de x de même parité et 1l n’a que des varia- 
tions. Dans le cas de 72 —1r,ilse réduit à un seul terme, 


xn—2h tn, 





savoir 
(1) Are be LE + 
pourn—2,0na 
3 T 
(2) at 
2 2 
Si, dans l'expression de X,, on change n en 7 —2, il 
viendra 
x,_ Bis î (2—1:) AA NE 
26. (BR) 
Pr (on — 24 —0)...(n+1—24) RENE à à 


(4. 64—2)(2.4.. (22242) 
S.— Alg, sup., I. 19 
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et l’on vérifie très-facilement que la somme 
nXn+(nr—1)X; 


est égale au produit de la fonction X,_, par (22 —1)x; 
on a donc 


(3) nX,—{(an—1)xX, 1 +(n2—1)X; 2 = 0. 


Cette formule servira à définir X, en y faisant 2— 2 et 
en substituant les valeurs de X, et X, écrites plus haut; 
on trouve ainsi 


Cela posé, considérons la suite des fonctions 
(5) Xp: Ai, Ana ORLHCE X:, X; 


la dernière de ces fonctions est constante; et, d’après la 
formule (3), deux fonctions consécutives ne peuvent être 
nulles pour une même valeur de x; car, si elles s’éva- 
nouissaient, la dernière fonction X, serait nulle, ce qui 
n’a pas lieu ; en outre, quand l’une des fonctions X, autre 
que la première, s’annule, les fonctions qui la compren- 
nent sont de signes contraires, d’après la formule (3). 
Enfin cette même formule (3), jointe aux formules (1) 
et (2), montre que l’on a 


Xe ES) DOME ES 


DURE EN: pour æ——+1; 


donc, quand on fait croître x de —r1 à +1, la suite (5) 
perd 7 variations, d’où l’on peut conclure que : 

1° L’équation X, — 0 a ses n racines réelles, inégales 
et comprises entre —1 et +1; 

2° Les racines de l’équation X,_,=— 0 séparent celles 
de l'équation X,= 0; 

3° Sixet6 «sont deux nombres compris entre — 1 
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et +1, le nombre des variations de l'équation X, — 0 
comprises entre æ et 6 sera égal au nombre des variations 
perdues par la suite (5), dans le passage de x — « à 
He Cr 


On serait arrivé aux mêmes résultats en considérant 
au lieu des fonctions (5), la suite 


(6) de Et ea ae A 


formée par la fonction X, etses dérivées successives. On 
a effectivement les relations suivantes, qu’il est facile de 


vérifier au moyen de l'expression de X, écrite plus 
haut : 


ni) (1— 2) X,—2xX, + n(nr+1)X,—0 


et 


CRETE 
8 
CD tentes) rte] ro 


2 


On voit, par ces relations, que, dans la suite (6), deux 
fonctions consécutives ne peuvent pas s’annuler en même 
temps, et que, si l’une d’elles s’évanouit pour une valeur 
de x comprise entre —1 et +1, la fonction qui précède 
et celle qui suit ont des valeurs de signes contraires. Ces 
mêmes relations montrent que, pourx=—1,la suite (6) 
n'offre que des variations, tandis qu’elle n’a que des per- 
manences pour x = +1; on peut donc tirer les mêmes 
conséquences que nous avons formulées plus haut. Cette 
conclusion s'accorde avec la proposition du n° 119, 
puisque l'équation X,— o a toutes ses racines réelles. 


135. On peut encore démontrer très-simplement, par 
la méthode de Sturm, la réalité des racines des équations 
en x que nous avons obtenues dans le Chapitre précédent 

TOs 
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. L2 [ 
en appliquant la transformation z + - — x aux deux 
Z 
équations 


RL O, 2H nl Li, Hz +z+I=O,. 


Application de la méthode de Sturm à la détermina- 
lion du nombre qui exprime combien une équation 
quelconque a de racines réelles ou imaginaires dans 


l’intérieur d’un contour donne. 


136. Soit f(z) = P + :Q une fonction entière de la 
variable imaginaire z — x +1y, dans laquelle les coef- 
ficients sont des quantités quelconques données réelles ou 
imaginaires ; £ désigne, comme à l'ordinaire, l'imaginaire 
V—:1, Pet Q sont des fonctions réelles des variables 


réelles x et y. 
Pour connaître le nombre y des racines de l’équation 


JA z) 0: 
comprise dans un contour donné, il suffit, d’après le 


théorème de Cauchy (n° 55), de chercher l'excès À re- 
latif à ce contour; on a effectivement 


A2}, 


si l’on suppose qu'il n’y ait aucun point racine sur le 
contour lui-même. Rappelons encore que si, partant d’un 
point quelconque, on décrit le contour donné, comme 
il a été indiqué au n° 55, le nombre À est égal à 


“ $ P L4 
l'excès du nombre de fois que le rapport —, en s'éva- 


Q 


nouissant et en changeant de signe, passe du positif au 
négatif, sur le nombre de fois que le même rapport, en 
s’évanouissant et en changeant de signe, passe du né- 


gatif au positif. 
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Quel que soit le contour donné, on peut le partager 
en plusieurs parties telles que AB, et il est évident que 
l'excès À relatif au contour total sera égal à la somme 
des excès qui se rapportent aux diverses parties dans 


lesquelles ce contour a été divisé. » 








" P. 
c B 
rar 
| Ex M 
0 va 


S1 les coordonnées x et y, pour la portion AB du con- 
tour donné, sont exprimables par des fonctions ration- 
nelles d’une variable £, en sorte que l’on ait 








wc) 

p, D, d, Ÿ étant des fonctions entières, on pourra déter- 
miner l'excès positif ou négatif À qui se rapporte à la 
portion de contour AB par une règle très-simple que 
Sturm a fait connaître (1). Soient to la valeur de £ qui 
se rapporte au point À et T celle qui est relative au 
point B. Quand on décrit l’arc AB en marchant de A 
vers B, la variable #£ a ainsi la valeur imitiale #, et la va- 
leur finale T; mais dans l'intervalle elle peut varier d’une 
manière quelconque et repasser plusieurs fois par les 
mêmes valeurs. Remplaçons x et y par leurs valeurs 


; P ; k 
fonctions de t, le rapport Q deviendra une fonction ra- 


üonnelle de #, et l’on aura 





(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 17° série, t. I. 
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Ver V, désignant des fonctions entières de £, sans divi- 
seur commun. Cela posé, voici en quoi consiste la règle 
de Sturm : 


Si le degré de V n'est pas inférieur au degré de V;, 
on divisera V par V;, et l’on poussera l'opération jusqu'à 
ce que l’on obtienne un reste — V, de degré inférieur 
au degré de V,; on divisera pareillement V, par V;, ce 
qui donnera un reste — V,; on divisera encore V, par 
V;,et l’on continuera lamémesérie d'opérations jusqu'à 
ce que l’on arrive à un dernier reste — V, indépen- 
dant de t. On obtiendra ainsi la suite de fonctions 


À PV PAT PRE A PAT OL 


on comptera le nombre des variations que présente la 
suite des signes de ces fonctions pour t = TT, ainsi que 
le nombre des variations qu'elle présente pour t = t, ; 
l'excès du premier nombre sur le second sera précisé- 
ment l'excès cherche A. 

Si le degré de V est inférieur au degré de V,, on opeé- 
rera de la méme manière; seulement, dans la première 
division, on prendra V, pour dividende et V pour divi- 
seur ; on obliendra ainsi la suite 


V, V,, V», Va: FAUOIE MAS 


on comptera le nombre des variations de cette suite 
pour t=T, ainsi que le nombre de ses variations pour 
t— to, et si l’on désigne par k l'excès du premier nom- 
bre sur le second, on aura A— —k, ou A——k+17, 
ou A——k—1, savoir : 1° A——Kk, quand les 
termes V,, V offrent une variation ou une permanencé 
pour t=t, ainsi que pour t=T;,2A——k+1, quand 
les termes V,, V offrent une permanence pour t =t 
et une variation pour t = T; 3° enfin A= —k—1, 
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quand les termes V,, V offrent une variation pour 
t = t9, el une permanence pour t — (Le: 


Cette proposition devient évidente après les dévelop- 
pements que nous avons présentés au n° 13: 


437. Si le contour que l’on considère est une circon- 
férence de rayon R dont le centre soit placé au point 
qui a x et yo pour coordonnées, on pourra faire 

UE pe ot 


DER) re, MATE Cr Pre 








et, pour décrire la circonférence entière en marchant 
toujours dans le même sens, il suffira de faire croître t 
Ge à + do. 

Le cas le plus simple est celui où le contour donné 
est un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes 
coordonnés; on cherche alors séparément la valeur de 
l'excès À qui se rapporte à chaque côté. Dans ce cas, 
l’une des coordonnées x, y est constante, et le rapport 


P 1 - - L A , 
G estune fonction rationnelle de la deuxième coordonnée; 


on peut donc prendre celle-ci pour la variable z que nous 
avons introduite. 
Soit le rectangle ABDC, et supposons que l’on ait res- 








pectivement 
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pour les côtés parallèles CD et AB, 
J—=Yo et Y=Y 
pour les côtés CA et DB. Représentons par 
(ao + bo) (x + ir)" + (a +ib;)(x +iy}r 1 +... 


le premier membre de l’équation proposée. On peut tou- 
jours ramener le coefficient du premier terme à l’unité ou 
à 1; mais nous ne ferons point cette simplification et nous 
supposerons que &, ne soit pas nul quand rm» est pair et 
que à, ne le soit pas quand m est impair. Cela posé, la 
fonction P étant ordonnée par rapport aux puissances 
décroissantes de y, son premier terme sera E a; y”* dans 
le cas de m pair, et il sera Æ D, y” dans le cas de m im- 
pair. Donc, si l’on attribue à y une valeur positive ou 
négative déterminée, dont le module soit suffisamment 


P 
grand, le rapport G ne s’annulera pour aucune valeur de 


x comprise entre x, et X ; en conséquence, si l’on sup- 
p0Se Yo = — © , Ÿ— +, l'excès relatif à chacune des 
portions CA, BD du contour sera nul. D'ailleurs, l'excès 
relatif au côté DC est égal et de signe contraire à l'excès 
qui se rapporte au même côté CD changé de sens, et, 
en conséquence, on a la proposition suivante : 


Soient z une variable imaginaire x + y et 


f(z)=9(e r)+it(e r) 


une fonction entière de z. Soit k, l'excès du nombre de 


. T , » 
fois que le rapport g(ro y) s'annule en passant du po- 


(ro, Y) 


sitif au négatif sur le nombre de fois que le méme rap- 
port s'annule en passant du négatif au positif, quand 
y varie de — œ à + ; soit aussi K la quantité ana- 
e(X:r) 
Y(X 7) 


logue relative au rapport » et désignons par y le 
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nombre des racines de l'équation f(z) — o comprises 
entre les deux parallèles qui répondent à x = x, 
x = X ; on aura 

| F'ANNEAT AE 

p— 








2 


Ilest presque superflu d’a} outer qu’on peut déterminer 
d’une manière semblable le nombre des racines comprises 
entre deux parallèles à l’axe des x. 


Premières recherches sur la séparation des racines 
réelles des équations numériques. E mploi du theorème 
de Sturm. 


138. Une équation, dans laquelle quelques-uns des 
coefficients sontimaginaires, peut être mise sous la forme 
(x) +id(x)=0o, p(x) et d{x) étant des polynômes 
à coefficients réels, et les raêines réelles doivent évidem- 
ment satisfaire aux deux équations o(x)—0,d(x)—o, 
ainsi qu'à l'équation obtenue en égalant à zéro le plus 
grand commun diviseur des polynômes o(x) et d(x);1l 
en résulte que la recherche dont nous avons à nous oc- 
cuper doit être bornée aux équations à coefficients réels. 
En outre, il n’y a évidemment lieu de considérer que les 
équations qui n’ont pas de racines égales. 

La première idée qui se présente pour séparer les ra- 
cines d’une équation f(x)— 0, d’un degré quelconque m, 
et qui n’a pas de racines égales, est de déterminer (n° 112) 
deux limites {et L => /, entre lesquelles les racines réelles 
soient toutes comprises, et de substituer à x dans le po- 
lyÿnôme f(x) une suite de nombres croissants 


(1) l, li, L, CE Es [EM 


commençant à la limite inférieure / et se terminant à un 
terme /, égal ou supérieur à L. Deux termes consécutifs 
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de cette suite, s’ils fournissent des résultats de signes 
contraires, comprendront entre eux au moins une racine 
(n° 115); mais, si ces résultats sont de même signe, on 
ne pourra plus rien conclure en général. Toutefois, la 
séparation des racines sera entièrement effectuée, s’il 
arrive que le nombre des intervalles dans chacun des- 
quels les substitutions indiquent l’existence d’une ra- 
cine soit égal au degré m de l'équation; la même chose 
aura lieu aussi si, le nombre y de ces intervalles étant 
inférieur à #2, on a constaté, par le théorème de Descartes 
ou autrement, que l’équation ne peut avoir plus de y 
racines réelles. 

Mais le procédé dont il est question prendra le carac- 
tère d’une méthode générale conduisant infailliblement, 
dans tous les cas, à la séparation des racines réelles, si 
nous y ajoutons une règle pour former la suite (1) de 
telle manière que deux termes consécutifs ne puissent 
comprendre plus d’une racine. Or il est évident qu’on 
réalisera cette condition en faisant coïncider la suite (1) 
avec une progression par différence 


(2) ll+R, l+2h, ..., lLnh, 


dans laquelle la différence Z soit inférieure à la diffé- 
rence de deux racines réelles quelconques de l’équation 
f(x) = 0; tout est donc ramené à déterminer cette quan- 
tité L. On y arrive par le moyen de l’équation aux 
carrés des différences (n° 97) des racines de l’équation 
f(x)= 0. Supposons que l’on ait calculé cette équa- 


am (m— 1) 


tion, qui est, comme on sait, du degr > et que 


l’on ait déterminé une limite inférieure À de ses racines 
positives. La différence de deux racines quelconques de 
la proposée sera supérieure à Và, et, en conséquence, 1l 
suffira de prendre pour L une quantité positive égale ou 
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inférieure à VA. La différence À ainsi déterminée peut 
être un nombre inférieur à 1, et l’on doit chercher à 
éviter les substitutions de nombres fractionnaires; on y 
parviendra au moyen de la transformation D RC EQUE 
sert à diviser par A la racine de la proposée. En faisant 
cette transformation et en choisissant / de manière que 


Di 3 1 È 
z soit un nombre entier, on n'aura à substituer que des 
A 


nombres entiers dans l’équation en x’. 


139. La méthode que nous venons d’exposer est com- 
munément attribuée à Lagrange, mais il est juste de dire, 
et l'illustre géomètre le reconnaît lui-même, que Wa- 
ring avait indiqué antérieurement, dans ses Miscellanea, 
l'usage de l’équation aux carrés des différences pour la 
séparation des racines. Cette méthode fait connaître d’une 
manière certaine le nombre des racines réelles, en même 
temps qu’elle opère leur séparation; mais on aperçoit 
sans peine combien l’application en est laborieuse, en 
considérant d’une part le grand nombre de substitutions 
que l’on peut avoir à effectuer, et d’autre part la lon- 
sueur du calcul nécessaire pour former l’équation aux 
carrés des différences. Cependant Cauchy a montré qu’on 
peut éviter ce dernier calcul, et que, pour être en mesure 
d’assigner une valeur de la quantité , il suffit de con- 
naître le dernier terme de l'équation aux carrés des dif- 
férences, lequel peut être calculé séparément par diverses 
méthodes dont on trouvera le développement dans la Sec- 
tion II de cet Ouvrage. En effet, soienta,b,c,...,f,g 
les m racines de l’équation f(x) — 0; le dernier terme 
de l’équation aux carrés des différences sera égal, abstrac- 
tion faite du signe, à l'expression 


V=(ab}(a—c}...(a—sg}...(f—g}. 


Cette valeur de V étant supposée connue, soit y son mo- 
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dule, en sorte que » = Æ V; désignons aussi par p une 
limite supérieure des modules des racines de l’équation 
proposée (n° 46). Les modules des différences 


aA—C, ...,a—8g,..., f—£g 


seront inférieurs à 2p (n° 89); si donc on suppose que 
les racines a et b soient réelles, l'égalité précédente don- 


nera 
(2 


DNA D | 0) RCE d'où (af Eee: 


si donc on prend 
ver 
RES TOU HET reel, ; 
(250 
la quantité h sera certainement plus petite que la diffé- 
rence de deux racines réelles quelconques. On verra 
dans la Section IT que, si le coefficient du premier terme 
de l’équation proposée est égal à r et que les autres coef- 
ficients soient des nombres entiers, la quantité V est tou- 
jours un nombre entier ; on pourra donc, dans ce cas, se 
dispenser de calculer s, et l’on prendra 


I 
m(m—1) 
2 


ET 


he ou ET 
— 1 


(26) 
Ce perfectionnement, apporté par Cauchy, a sans doute 
de l'importance, mais il ne fait pourtant disparaître 
qu’une partie des inconvénients de la méthode. 


140. Nous ne pouvons nous dispenser d'indiquer ici 
l'usage de l’équation aux carrés des différences pour 
former les conditions de réalité de toutes les racines de 
l'équation proposée f(x) = 0. Si cette dernière équa- 
tion a toutes ses racines réelles, il est évident que toutes 
les racines de l'équation aux carrés des différences seront 
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réelles et positives ; donc cette équation sera complète et 
elle n’offrira que des variations. Si au contraire l’équa- 
üon f(x) —=0o n'a pas toutes ses racines réelles, soient 
a =t i6 deux racines imaginaires conjuguées, l’équation 
aux carrés des différences admettra la racine négative 
— 46? et, si elle est complète, elle offrira nécessairement 
quelques permanences, d’après le théorème de Descartes. 
Donc : 


Pour qu'une équation ait toutes ses racines réelles, il 
faut et il suffit que l'équation aux carrés des différences 
soit complète et ne présente que des variations. 


mim—1) 


quelques-unes de ces conditions devront être satisfaites 
d’elles-mêmes ou rentreront dans les autres, car on a 
vu au n° 431 que le nombre total des conditions dis- 


Ce théorème donne ainsi conditions, mais 


ünctes ne peut pas surpasser nm — 1. 


141. Plusieurs géomètres, après Lagrange, ont cherché 
à éviter l'emploi de l’équation aux carrés des différences ; 
mais nous n'avons à signaler aucun résultat essentiel, 
jusqu’à la découverte du théorème de Budan. Ce théorème 
a une grande importance dans la théorie des équations, 
et 1l permet d’effectuer très-simplement, dans la plupart 
des cas, la séparation des racines. Mais, avant de déve- 
lopper cette application importante du théorème de 
Budan, je dois parler de la méthode si remarquable 
qui nous est donnée par le théorème de Sturm, et qui 
résout de la manière la plus complète et la plus élégante 
le problème que nous avons en vue. Effectivement, quand 
on aura formé les fonctions dont ce théorème indique 
Vusage, on substituera à l’inconnue une suite de nom- 


bres croissants 
ROUE das 26): 
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et le théorème fera connaître combien 1l y a de racines 
dans l'intervalle que forment entre eux deux termes con- 
sécutifs de cette suite. S'il y a une seule racine dans l’un 
des intervalles, cette racine sera séparée; si, au con- 
traire, il y a plusieurs racines, on substituera des nom- 
bres intermédiaires, et l’on arrivera infailhiblement ainsi 
à achever la séparation. Il est à peine nécessaire d’ajou- 
ter qu’on devra prendre pour termes extrêmes de la 
suite précédente deux nombres au delà desquels il n’y 
ait plus de racines réelles. 

Les nombres à substituer peuvent être pris arbitrai- 
rement; mais dans les applications il conviendra en gé- 
néral de choisir d’abord les nombres 


+ — 100, — 10, —1I, O,, —+I, +10, +100, ..., 


dont la substitution se fera sans difficulté. Si les substi- 
tutions indiquent l'existence d’une ou de plusieurs ra- 
cines dans un intervalle, entre 1 et 10 par exemple, on 
substituera les nombres 2, 3, ... jusqu’à 9, ce qui don- 
nera la partie entière des racines comprises entre 1 et 10. 
S'il y a plusieurs racines dans l’un de ces nouveaux in- 
tervalles, par exemple entre 3 et 4, on substituera les 
nombres 3, 1; 3, 2, ..., et ainsi de suite. 

On voit que ce procédé donne non-seulement la sépa- 
ration des racines, ce qui est l’objet que nous nous pro- 
posons, mais qu'il permet à la rigueur de calculer chaque 
racine avec un degré d’approximation quelconque. 

Il importe de remarquer le cas où l’on sait d'avance 
que toutes les racines de l’équation proposée sont réelles. 
Dans ce cas, on peut se dispenser d'employer le théorème 
de Sturm, ou plutôt on appliquera ce théorème, en pre- 
nant pour suite de fonctions, conformément à la proposi- 
tion du n° 119, celle qui est formée du premier membre 
de l'équation proposée et de ses dérivées successives. 
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142. Exewpze |. — Supposons qu'on demande de sé- 
parer les racines de l'équation 


at + a — fx — fx +i—=o, 


En supprimant certains facteurs numériques positifs, 
l'application du théorème de Sturm donnera les fonc- 
tions suivantes : 


Var a— x— 4x +1, 

Vi 4as + 3x? — 8x — 4, 

Vi = 72? + 8x — À, 

V;—=4zx +5, 

VUE re 
ces fonctions sont au nombre de cinq, et leurs premiers 
termes sont positifs : donc l’équation proposée a ses quatre 
racines réelles. Les règles des n° 113 et 114 indiquent 
que les racines sont toutes comprises entre — 2 et + 2, 


ce qui s'accorde avec les résultats des substitutions. 
La substitution des nombres 


T2 TRulS O, els + 2; 


dans la suite des fonctions V, donne les résultats suivants: 


| ————— | ————— | ——— | ——— | —————— 


+ + 


Il y a deux variations perdues dans le passage de — 2 à 
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ES 
— 1,une dans le passage de o à r et une dans le passage 
de 1 à 2; l'équation proposée a donc deux racines entre 
— 2 et — 1, une racine entre o et r et une autre 1 et 2. 
Il reste à séparer les deux racines comprises entre —1 
et — 2. Or, d’après le tableau précédent, on voit que la 
première des fonctions V est positive pour x = —», 
ainsi que pour x = —1, et l’on trouve qu'elle est néga- 


tive pour x = — + donc les deux racines négatives sont 


comprises, l’une entre — 1 et — 1,5, l’autre entre — 1,5 
et — 2. 


Exempze [l. — Prenons pour deuxième exemple l’é- 
quation 


2$ + 2$ — pt — DS + x — x HI; 


on trouve, dans ce cas, 


NV = LR DR LE T LT, 
Vi=Gzrÿ+ Srt — Aa — 32? + ox 1, 

Vo = iqat + rat — 27 x? + 32x — 35, 

Vs = — 7922 + 20527? — 2058x + 127, 

V, = — 5180552 x? + 4923200 x + 10048623. 


On reconnaît, par la méthode du n° 114, que l'équation 
proposée ne peut avoir de racines réelles en dehors des 
limites — 0,6 et +1. Or l'équation V,— 0 a ses deux 
racines réelles, mais l’une d’elles est comprise entre —r 
et — 0,6, l’autre entre + r et + 2; donc il est inutile, 
pour notre objet, de calculer V; et V,. La suite des signes 
des fonctions 


L'AR'ÉEON ETES AN) Es 


est, pour x = — 0,6, 


+ — + + + 
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et, pour x — +1, cette suite devient 
DASPE ANNE PROMO 


il y a, dans les deux cas, deux variations; donc l’équa- 
tion proposée n’a point de racines réelles. 


Méthode de Fourier pour la séparation des racines. 


1443. La méthode de Sturm ne laisse rien à désirer 
sous le rapport de la perfection théorique ; malheureuse- 
ment le calcul des fonctions dont cette méthode exige 
l'emploi peut devenir très-pénible, même dans des cas fort 
simples ; ainsi, dans le second des exemples que nous ve- 
nons de présenter, le nombre constant V, qui terminerait 
la suite complète des fonctions n’a pas moins de quarante- 
quatre chiffres. Aussi est-il plus avantageux, dans un 
grand nombre de cas, de se borner à l’emploi du théo- 
rème de Budan. Ainsi que nous l’avons dit déjà, Fourier 
avait trouvé de son côté ce théorème, et1l a montré dans 
son Ænalyse des équations comment on peut en tirer 
parti pour effectuer la séparation des racines réelles d’une 
équation, et obtenir en même temps le nombre exact 
de ces racines. Nous allons indiquer 1c1 cette méthode de 
Fourier; mais, afin d'apporter plus de clarté dans notre 
exposition, nous commencerons par établir une propo- 
sition dont nous aurons à faire usage. 


LEemme. — Soient f(x) une fonction entière de la 
variablexet f(x), f"(x) les deux premières dérivées 
de f(x). Si l’on fait croître x entre deux limites xs 
et X qui ne comprennent aucune racine de l'équation 

À (x 
HA 0 fonction o (x) = 2 crottra tant 
F4 
que f(x) et f(x) seront de méme signe, et elle dé- 
S., Ale. sup. — I. 20 
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croîtra tant que f(x) et f(x) seront de signes con- 
traires. 


On a effectivement 








en er a 


p(rtu)— (x) __fix)f'(z) +e 
# fre es 








e et n désignant des quantités qui s’évanouissent avec u; 
il résulte de là que, si À désigne une quantité positive 
dont le module soit suffisamment petit, la quantité 





aura le signe de ARE ou le: signe dé fa) EP 


pour toutes les valeurs de w comprises entre — À et + h, 





pourvu que f’(x) ne soit pas nulle. En conséquence, si 
x croît de x, à X et que ces limites ne comprennent au- 
cune racine de l’équation f"(x):= 0, la fonction (x) 
croîtra ou décroîtra suivant que f(x) et f(x) seront 
de même signe ou de signes contraires, ce qui est la pro- 
position énoncée. 


Corozrarre |. — Si l'équation f(x) —o a deux 
racines réelles comprises entre les limites à et 6 > a, 
mais qu'elle n'en ait pas un plus grand nombre; si, en 
outre, l’équation f(x) = 0 n’a aucune racine entre les 
mémes limites, on aura 








SECTION I. — CHAPITRE VI. 307 


Eneffet, soient x’et x” => x" les racines de f(x) — 0 
comprises entre & et 5; comme f’”(x) ne peut changer 
de signe, quand x varie entre ces limites, la fonction 
f'(x) est constamment croissante ou constamment dé- 
croissante, et il en résulte que l’équation f(x) — 0 ne 
peut avoir qu'une seule racine entre & et 6 ; d’ailleurs cette 
racine existe d’après le théorème de Rolle, et elle est com- 
prise entre x’ et x”. D’après la proposition du n° 120, 

.f(æ) f(x) 
les rapports rar Fa) 
a à x’, tandis qu’ils sont positifs quand x croît de x” à 
donc, dans l’un et l’autre cas, f(x) et f(x) sont de 
même signe, et, par conséquent, la fonction 


sont négatifs quand x croît de 


F\Z) 
CTI XX — 
g (re) F(æ) 
est croissante. On a donc 
nent) eao(el 0 mm 
D'alleurs on a 
p(x) Sete ni o(x”) 6 + 


d’où 


ou W 


Fee Ne NS 


F6) J'() 


ce qui est le résultat annoncé. 





Corozzaine Il. — Si l'équation f'(x) — 0 a une ra- 
cine x, entre « et 6>>a«, et que les équations f(x) = 0, 
f'(x)= 0 n'aient aucune racine entre ces limiles; si, 
en outre, les fonctions f(x), f(x) sont de méme signe, 


20. 
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pour les valeurs de x comprises entre a et6, l'inégalité 


TASER TA TRE 


PATTES, 


pourra avoir lieu, mais elle cessera nécessairement de 


7: 


subsister si l’on augmente & où que l’on diminue 6 
d'une quantité convenable. 


D'après notre hypothèse, la fonction o(x) croît quand 
x augmente de & à x, ou de x, à 6. Il s'ensuit que, si l’on 
fait décroître x de 6 à x,, la fonction 


pla) — (x) 
croîtra depuis la valeur initiale o(&)—o(6) jusqu’à 
+ o . Pareillement, s1 l’on fait croître x de « à x, la 
fonction 

p(æ) — 9 (6) 
0 (6) jusqu'à + æ . Si donc 
a’ et 6” désignent des valeurs comprises entre & et x4, 


x, et 6 respectivement et suffisamment approchés de x, 
on aura 





croitra aussi depuis O (a) 


pla) —9(8)>>0o, o(x')—#(6) >o, 


c'est-à-dire 











AR 
Fe) Fa 
FENTE 
A NACRE 


144. Cela posé, soit f(x) — o une équation donnée 
du degré m, et considérons la suite 


(a) fe) Fe) Pr) 2 Fe), PP) 


formée par la fonction f(x) et ses dérivées successives. 
Pour effectuer la séparation des racines, on procédera de 
la même manière que par la méthode de Sturm, et l’on 
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Le 


substituera à x, comme nous l’avons indiqué au n° 144, 
une suite de nombres croissants 


LOT UT RE a) 


compris entre les limites des racines. 

Si, dans le passage x = « à x — 6, la suite des signes 
des fonctions (1) ne perd aucune variation, l'équation 
f(x)= 0 n'aura aucune racineréelle comprise entre æ& et6. 
S'il ya une seule variation perdue, l’équation f(x) = 0 
aura une seule racine entre & et 6, et cette racine sera 
séparée. 

S'il y a deux variations perdues en passant de x = & 
à x = 6, 1l peut arriver que l’équation f (x) = o ait deux 
racines entre æet6 ou qu'elle n’en ait aucune; on a vu 
que, si le dernier cas a lieu, l'équation a nécessairement 
deux racines imaginaires. Nous allons indiquer comment 
on peut distinguer ces deux cas l’un de l’autre, lorsque 
la perte de deux variations se manifeste dans la portion 
de la suite (1) qui est formée par les trois premières 
fonctions 


(2) f(x), x), (zx): 
Comme le théorème de Budan s'applique à l’une quel- 
conque des fonctions de la suite (1), il résulte de notre 
hypothèse que l'équation Er) — © n’a aucune racine 
comprise entre & et 6. Si donc on a 


HAE: Fia) : 


FE) CT AET D où = 6 "4, 
on sera certain, d’après le lemme du n° 143 (corollaire T), 
que l'équation f(x)=— 0 ne peut pas avoir deux racines 
réelles entre «& et 6. Lorsque l'inégalité précédente n’est 
point satisfaite, 1l fa at substituer dans f(x) et f'(x) un 
nombre a compris entre &« et 6; si f(a) est de signe 


\ 
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contraire à f(«) et f(6), 1l y aura deux racines réelles 
comprises l’une entre « et a&, l’autre entre a et 6; mais, 
si f (a) est de même signe que f(æ) et f (6), on connaîtra, 
par les substitutions faites dans la suite (2), quel est celui 
des deux intervalles de « à a ou de a à 6 dans lequelil 
peutexister deux racines. On appliquera alors à ce nouvel 
intervalle ce qui a été dit du premier, et, après quelques 
essais du même genre, on arrivera généralement à con- 
naître la nature des deux racines; cela suppose, bien en- 
tendu, que l’équation proposée n’a pas de racines égales. 


145. Considérons maintenant le cas général, et dési- 
gnons par À, le nombre des variations perdues par la suite 


JE PRE Gerets (En ART Rev Pe 


dans le passage de x —x à x—6. Ce nombre À, est ce 
que Fourier nomme l'indice relauf à f(x); l'indice 
relatif à f(x) sera donc représenté par A, et celui qui 
se rapporte à la dernière fonction f*(x) sera zéro, en 
sorte que la série 


(3) Ao, A;, A>, ROM Ayn—1 o) 


comprendra les indices des m +1 fonctions (1); 1l est 
évident que, dans cette suite, deux termes consécutifs 
sont égaux entre eux ou ne diffèrent que d’une unité; 
ainsi l’on a 


Aj—= Ajis 1, OU = A4;;, où A ET 


Nous avons examiné plus haut le cas de A, —o et 
celui de Aç=1; dans le premier cas, l'équation f(x)=—o 
n’a aucune racine entre & et6; dans le second cas, l’équa- 
tion a une seule racine entre les mêmes limites. Il im- 
porte de remarquer que, si l’on a ÀAç—1, on peut, en 
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diminuant l'intervalle de & à 6, faire en sorte que A, —0; 
en effet, f(x)—=0o n’a qu'une seule racine x’ entre æ et 6, 
et, par suite, elle ne peut avoir, avec sa dérivée, aucune 
racine commune comprise entre æ et 6; donc, en rem- 
plaçant les limites & et Ê par deux autres suffisamment 
rapprochées, on pourra toujours faire en sorte que 
l'équation f’(x)—=0o n'ait aucune racine dans le nouvel 
intervalle; alors, la suite (1) ne perdant qu'une seule 
variation, on aura À, — 0. 

Supposons actuellement que À, = 2 ou A >2. Par- 
courons la suite (3) en partant de la gauche, jusqu’à ce 
que nous trouvions un indice égal à r: soit À, ce pre- 
mier indice égal à l’unité ; la méthode que nous allons 
développer a pour objet de reculer successivement l’in- 
dice À, vers la gauche de la suite (3), ou, ce qui revient 
au même, de diminuer le nombre 7 qui marque le rang 
de l’indice. L'indice ÀA,_, qui précède À, ne peut être égal 
à 1, par hypothèse; donc il est o ou 2; mais, si l’on avait 
Ay_1 = 0, comme À, est au moins égal à 2, en remontant 
la suite (3) à partir de ÀA,_,, on rencontrerait nécessaire- 
ment un indice égal à 1, ce qui est contraire à l’hypo- 
thèse; ainsi l’on à AÀ,_,—2, en sorte que le premier 
indice À, égal à r est nécessairement précédé d’un indice 
égal à 2. Or, si ce même indice n’est pas suivi d’un 
indice À,.,, égal à zéro, on pourra toujours, comme on 
l’a vu plus haut, trouver deux limites 4, 6’ comprises 
entre &« et 6 et qui ne comprennent aucune racine de 
l'équation f*+!{(x) —o; l'intervalle de « à 6 sera alors 
partagé en trois autres, savoir celui de & à à’, celui 
de &’ à 6’ et celui de 6/ à 6. L’équation f"{x)—=o n'a 
aucune racine dans le premier et dans le troisième inter- 
valle ; donc, pour chacun de ceux-ci, l'indice À, est zéro, 
et, en conséquence, le premier indice égal à 1 est reculé 
vers la gauche de la suite (3). A l'égard de l'intervalle 
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dont z/et6/ sont les limites, il peut arriver que À, ne 
soit plus le premier indice égal à 1; dans ce cas, ce pre- 
mier indice se trouvera reculé vers la gauche. Mais il 
peut arriver aussi que À, demeure le premier indice 
égal à r, et alors on a simultanément 


Ani—=2, An—l, An+y— 0. 


Tant que ce dernier cas ne se présentera pas, on pourra 
reculer le premier indice 1 vers la gauche de la suite (3), 
jusqu'à ce que cet indice y occupe le premier rang, et l’on 
se trouvera dès lors dans le cas de A, —1 qui est celui 
d’une seule racine comprise dans l'intervalle dont on 
s'occupe. 

Ainsi nous n'avons plus à considérer que le cas où le 
premier indice À, égal à 1 est précédé d’un indice égal 
à 2, et suivi d’un indice égal à o. L’équation f-1(x)=o 
peut alors avoir deux racines réelles entre # et 6, mais 
elle peut aussi n’en avoir aucune; on distinguera ces 
deux cas l’un de l’autre, au moyen de la règle exposée au 
n° 144. En même temps cette règle donnera le moyen 
de séparer les racines, si elles sont réelles et inégales ; 
l’une d’elles sera comprise entre x et un certain nom- 
bre a, la seconde entre a et 6; à chacun de ces nouveaux 
intervalles répondra une série d'indices dans laquelle le 
premier terme égal à r se trouvera reculé vers la gauche 
au delà de À,. Sil’équation f(x )=— 0 n’a aucune ra- 
cine réelle entre & et6, on reconnaît, en se reportant à la 
démonstration du théorème de Budan, que chacune des 
équations 


(4) Pre) 0, (x) 0, ... f(x) =0, fx) 0 


a deux racines imaginaires. En effet, il résulte de nos 
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hypothèses que l'équation f(x) = o a une racine entre 
zet6, laquelle, substituée dans f71{x) et dans f+1{x), 
donne des résultats de même signe; donc la suite des 
trois fonctions 


HEC EEL Pipe PE Pb 


perd deux variations dans le passage de x = à à. x — 6. 
En conséquence, cette circonstance introduit dans les 
indices 

AA, EAN) 


une partie égale à 2 que l’on peut supprimer, car chaque 
indice n’exprime autre chose, dans cette théorie, qu’une 
limite supérieure du nombre de racines réelles que peut 
avoir l'équation correspondante, dans l'intervalle consi- 
déré. Alors on aura, après cette suppression de deux 
unités, 

Ay-4 — 0, 


en sorte que le premier indice égal à 1 se trouvera reculé 
vers la gauche. 

Il peut arriver que l'équation f(x )= 0 ait deux 
racines égales comprises entre æ et 6; il est facile de 
voir que la conclusion est la même que dans le cas de 
deux racines imaginaires, à moins que l'équation pro- 
posée n’ait des racines égales. Si la racine double dont 
nous nous occupons appartient à chacune des équa- 
tions (4), la proposée aura 7 + 1 racines égales à cette 
racine. 


146. Exeweze I. — Je choisirai pour premier exemple 
l'équation 


MR a D pe lg ET —0O, 


314 COURS D ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


déjà considérée au n° 142. On a 


f(x) = af + a — nt 28 La x Hi, 








fe) — Gri+ at fat 3x ox 1, 
H 
Je] — 152% + 102% — 6x?— 3x +1, 
re 
f(x) “ee Fe Rte 
A RS A0 AIO HAE 
. RÉ NTAIS rer PME AREt 
RER RER NE S 192? + 0x 7, 
re EE) 
1H AO BAPE UE 
Are EL 
LORS 0 US 


Les racines réelles de l'équation f(x) = 0 sont com- 
prises entre — 1 et + 1; substituons les nombres 


dans la suite 
Az} S'xh Se eh le) FSC 


on obtiendra les résultats suivants : 


a ———_——_—— | ——— — ——— | ————_—_— | ————_—_—_— | ———_—— | ——— 





— I - — + — + — + 
I 

— + — + — +- _ —— 
2 

— 0 - à +- — — + + 
I 

+ — + — “+ _ + + _ 
2 

+ I —- + _ + — —- 
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Il ya deux variations perdues de — 1 à — -, deux autres 
5) 


3 T, 
de o à mL deux enfin de -— à 1. 
2 
On reconnaît immédiatement qu’il n’y a point de ra- 


, L I 
eines réelles entre — et 1, parce que l’on a 
2 


A)=s 7C)=ér 
f()=x, Ari D 


ce qui donne 





. \ I 2 . . L2 
Pour l'intervalle de o à —; la série des indices est 
2 


2, 2, 2, 1, 1, O, O; 


le premier indice 1 étant suivi d’un autre indice égal à 1 
P g ) 


; VE CR I 
il nous faut resserrer nos limites. La substitution de 7 


donne les résultats 


++ — + + +; 


Ne . . . . F1 I 
d’où il suit qu'il n’y a aucune variation perdue de o à 7; 


, NE ! AS Ci er 
il suffit de considérer l'intervalle de 7 à 5 la série des 


indices qui répondent à cet intervalle est 


2, 2, 2, 1, O, O0, O0; 
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comme on a 


=: J” 1) I I 
La 


FO 70 


on conclut que l’équation f/{x)— 0 n’a pas de racine 
q q P | 





I I ; À , 
entre - et; donc la proposée elle-même n’en a pas dans 
2 


cet intervalle (n° 145). 
Enfin la série des indices pour, l'intervalle de —1 


à] 


I 
a — — est encore 
D) 


d’où 





POLE) EMA : 
DRE 


ce qui montre que l'équation Fa En —0 n’a pas de ra- 
À I ; 
cine entre —— et —1; la proposée elle-même n’en a donc 
aucune dans cet intervalle. 
Ainsi les six racines de notre équation sontimaginaires, 
comme nous l’avons déjà reconnu à l’aide du théorème 
de Sturm. 
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Exempze Îl. — Je considérerai encore l’équation 
x$ — 125 + 6ox* + 1232? + 4567 x — 89012 — 0, 
traitée par Fourier. On a ici 


f(x) = x$—12x5+6ox*+123x2+4567x —89o712, 








F . — 6x5— 60xt + 240 2° + 2462 + 4567, 
6 — 19x* — 1207 + 360 x? + 123, 
TEL © 3 ere | 
È Ha 20E — 1207 — 2Â0x, 
At) ne 2 
STE AN Nm rt 
NÉ DIRSS : 
“se WIN AT 
sn A is 
PA AIO ON: 


Soit € une quantité positive aussi petite que l’on voudra. 


En substituant les nombres 
EEE ali TE» ns BALL Si nd À PAL OS . » 


7 


on obtient les résultats suivants : 





10 ce = ES — nr re . 
AR — — ges . NS cu TR 
—» € ets, as ST — ex me 
+ € — + —- + + — + 
+ I — + +- + + —— + 
+10 + + + + +- + - 


Comme il y a six variations perdues dans le passage 
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de —10 à +10, les racines réelles sont toutes comprises 
entre ces limites. 

De —10 à —1, il y a une variation perdue; il y a 
donc, entre ces limites une racine unique qui est ainsi 
séparée. 

De — € à +e il y a deux variations perdues, ce qui 
indique deux racines imaginaires. Enfin, de +1 à +10 
il y a trois variations perdues, doncil ya entre ces limites 
une ou trois racines réelles. 

La série des indices relatifs à l’intervalle de r à 10 est 

MES Da PAU ex 


on a ICI 

FE TO NME) I 

Fhol ie ER 
ce résultat montre que l'intervalle de 1 à 10 esttrop con- 
sidérable pour qu’on puisse reconnaître la nature des 
racines par une seule opération. Mais, avant de dimi- 
nuer cet intervalle, 1l convient d’examiner si l’équation : 
f"(x)—=0o n'aurait pas deux racines égales comprises 
entre 1 et 10. On reconnaît effectivement que x — 2 est 
un diviseur de f(x) et de f(x); d’ailleurs ce binôme 
ne divise pas toutes les fonctions f/{(x),..., f(x) qui 
précèdent.f""(x); donc on pourra retrancher 2 des cinq 
premiers indices. On obtiendra ainsi la nouvelle série 


1, 0, 0, O0, O0, I, Oo, 


qui montre que la séparation des racines est terminée. 
Ainsi l'équation proposée n’a que deux racines réelles, 
l’une entre —1 et —10, l’autre entre Hr et +10. 


Séparation des racines imaginaires. 


147. Sif(z) désigne une fonction entière de la va- 
riable imaginaire z= x + 1iy, dans laquelle les coeff- 
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cients soient des quantités données réelles ou imaginaires, 
on pourra effectuer la séparation des racines de l’équa- 
tion f(z)—e, en faisant usage de la proposition que 
nous avons établie au n° 137. 

Effectivement, si l’on trace deux axes de coordonnées 
rectangulaires ox et oy, puis qu'on mène à l’un des axes, 
celui des y par exemple, des parallèles qui répondent 


aux abscisses 
To; Li; Ta; 


on pourra déterminer, par le théorème du n° 137, le 
nombre des racines comprises entre deux parallèles con- 
sécutives. S'il n’y a qu’une seule racine dans l’un des 
espaces ainsi déterminés, cette racine sera séparée, con- 
formément à la définition du n° 111; s’il y a plusieurs 
racines comprises entre deux parallèles consécutives, on 
pourra achever la séparation par le moyen de parallèles 
intermédiaires, à moins que plusieurs racines n’aient la 
même partie réelle. 

On connaîtra ainsi deux racines aussi rapprochées 
l’une de l’autre que l’on voudra, entre lesquelles sera 
comprise la partie réelle x de chaque racine. Si l’on veut 
avoir en même temps deslimites de la valeur correspon- 
dante ou des valeurs correspondantes de y, on y par- 
viendra en menant des parallèles à l’axe des x; celles-ci, 
avec les deux parallèles à l’axe des y qui comprennent les 
points racines que l’on considère, détermineront divers 
rectangles, et le théorème du n°136 fera connaître quels 
sont ceux de ces rectangles qui renferment les racines 
dont on s'occupe. 
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CHAPITRE VII. 


DU CALCUL DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 


Recherche des racines commensurables des équations 
à coefficients rationnels. 


148. Le calcul des racines d’une équation numérique 
offre d’autant plus de difficultés que le degré de l’équa- 
tion est plus élevé. Aussi, lorsqu'une équation donnée 
n’est pas irréductible et que l’on sait effectuer la décom- 
position de son premier membre en plusieurs facteurs, 
il faut commencer par opérer cette réduction. En parti- 
culier, toute équation qui a des racines multiples devra 
être remplacée par une ou plusieurs autres qui n’aient 
que des racines simples ; cette suppression des racines 
égales n’est pas seulement utile, elle est souventindispen- 
sable, ainsi qu’on a pu s’en convaincre en étudiant les 
théories que nous avons développées dans le précédent 
Chapitre. 

Lorsqu'il s’agit d’une équation dans laquelle Les coeffi- 
cients sont des nombres rationnels et que cette équation 
a des racines commensurables, on peut les obtenir par 
une méthode très-simple que nous allons exposer. Les 
racines commensurables étant connues, si leur nombre 
est égal au degré de l’équation, celle-ci séra résolue; dans 
le cas contraire, on pourra les supprimer par le moyen 
de la division, et l’on sera ramené à une équation plus 
simple. Cette détermination des racines commensurables 
doit, comme on le voit, précéder toute autre recherche. 
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449. Lorsque les coefficients d’une équation sont ra- 
tionnels, on peutchasserles dénominateurs qu’ils peuvent 
contenir ; ces coefficients deviennent alors des nombres 
entiers. Cela posé, la recherche de toutes les racines com- 
mensurables se ramène à celle des racines entières, au 
moyen de la proposition suivante : 


Taéorbme. — Lorsque le premier terme d'une équa- 
tion a pour coefficient l'unité et que les autres coeff- 
cients sont des nombres entiers, l'équation ne peut avoir 
pour racines commensurables que des nombres entiers. 


En effet, soit l'équation 
= TT AT E URA T A = 0, 
dans laquelle les coefficients A,, ..…., À,, sont des entiers. 


, i . PAF ) a 
Substituons à x une fraction irréductible quelconque Fe 
on aura : 


‘a al 
me) 1 ar —i- À; am—1 —- A) ba”—2 +... —+ A» br: 


Fr CPS : À , s 
or, pour que + fût racine de l'équation f(x) — o, il fau- 


drait que l’on eût 


a 

= — A am. — AO, 
ce qui est impossible, puisque le second membre est un 
nombre entier, tandis que le premier membre est une 
fraction irréductible ; donc l’équation proposée ne peut 
avoir une racine fractionnaire. 

D’après cette proposition, pour avoir toutes les racines 
rationnelles d’une équation à coefficientsentiers, il suffira 
_de transformer l'équation proposée en une autre (n° 58) 
dans laquelle le coefficient du premier terme soit l’unité, 

S.— Alg. sup., 1. 21 
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les autres coefficients étant entiers, et de déterminer les 
racines entières de la transformée. 
Soit 


Ajax" + A ai D... + A, 1x + À, —=0 


f 2 L Z 
l'équation proposée; on poserax = — (n°58), et la trans- 
Œ 
formée sera 


A, a? À. a" 
zh + Aya 2m—1 de 37 ga Li RATS m 0! 


À, À À, 


le nombre entier &« devant être choisi de manière que les 


expressions 
ATGAMRASE AS @Te 


, ee 


EN TTITS À 








ss 


se réduisent à des nombres entiers. Il est évident qu’on 
satisfera à cette condition en prenant & = À, mais on 
remplira souvent l’objet demandé en donnant à « une 
valeurinférieure à A4. Quand les racines entières de la 
transformée en z auront été obtenues, en les divisant 
par æ, on aura les racines commensurables de la proposée. 


150. Il nous reste à indiquer comment on déterminera 
es racines entières d’une équation 


(LOT x = Ar ANT RL. A, MMA PRE 


dans laquelle les coefficients As, A,, ..., À,, sont des 
nombres entiers sans diviseur commun. 

Dire que a estune racine de cette équation, c’est dire 
que le premier membre f(x) est exactement divisible 
par x — a; représentons le quotient de la division par 


ÉRESSA m1 mm —2 
e(æ)——B,x res) B,x a 5e .— B,,-,x — B,,_;, 
on aura 


(2) f(x) = (r—a)p(x), 
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et, si a est un nombre entier, il estévident que les coeffi- 
cients du polynôme o(x)serontaussides nombres entiers. 

En effectuantle produit indiqué dans le second membre 
de la précédente égalité, eten écrivant que les coefficients 
des mêmes puissances de x dans les deux membres sont 
égaux entre eux, on trouve 





A 
TR ue m 
An En ab, 1; Dites 4 2 
À + B 
Le c ES A ion | 
Am = aB,,_ de . Br De ER 
«a 
A - B 
LA ES PSE; M2 
An SR db LL HAE d ou B-3 Hs pe 2 
A D es lo tete eo ets ; rie tois Its tele ble el late 
A, —- B 
En? ht, 1 1 
À, TES aB, HAE B,, B, — v 
a 
AG —— BD; UNE AGREE 


et réciproquement, si les relations précédentes sont satis- 
faites, la formule (2) aura lieu identiquement; donc, 
pour que le nombre entier a soit une racine de l’équation 
proposée, il faut et 1l suffit que les valeurs précédentes de 
B_1, Bm_»; -.., Bo Soient des nombres entiers, et que le 
dernier de ces nombres soit égal à — A. Ainsi les condi- 
tions auxquelles on reconnaîtra qu'un nombre entier 
positif ou négatif est racine d’une équation sont les sui- 
vantes : 


Il faut et il sufiit qu'il divise exactement le dernier 
terme de l’équation ; qu’il divise la somme obtenue en 
ajoutant le quotient de cette division avec le coefficient 
de la première puissance de l’inconnue, qu'il divise la 
somme obtenue en ajoutant le quotient de cette deuxième 
division avec le coefficient de la deuxième puissance de 
l’inconnue; et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on arrive à 


21 


“ls 
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ajouter un dernier quotient avec le coefficient du pre- 
mier terme de l'équation, ce qui devra donner une 
somme égale à zéro. 


On peut disposer de la manière suivante l'opération 
qu’on exécute pour essayer un nombre a : 


A0 Ai 


— B, 


A» 


| a 
a p4 | 














| A AE 
Der B,,- 


Les coefficients de l'équation ayant été écrits sur une 
première ligne horizontale, on divise le dernier coefficient 
Anparaetl'onécrit au-dessous de ce coefficientle quotient 
obtenu —B,,_, changé de signe. On divise ensuite par a 
le coefficient À,,_, augmenté du premier quotient B,,_, et 
l’on écrit au-dessous de À,,_, le deuxième quotient obtenu 
—B;,_2 changé de signe. On continue de la même manière 
jusqu’à ce que l’on ait écrit au-dessous du coefficient A, 
le quotient changé de signe —B, obtenu en divisant par 
a la somme À, + B,. Si l’une des divisions ne se fait pas 
exactement, ou si la somme À, + B, n’est pas nulle, le 
nombre essayé a n’est pas racine. Dans le cas contraire, 
le calcul qu’on vient d'exécuter fournit les coefficients du 


quotient 22) ; et, pour trouver les autres racines en- 
üères, 1l suffit d'appliquer la même règle à ce quotient, 
et ainsi de suite. 

Les nombres qu’il faut ainsi essayer sont les diviseurs 
du dernier terme de l’équation pris avec les signes +et—; 
toutefois on devra rejeter ceux des nombres ainsi obtenus 
qui tomberaient en dehors des limites des racines et ceux 
qu’on peut avoir reconnus comme n'étant pas des racines. 
Par exemple, si a est une racine entière, l'identité (2), 


SavOIT : 


D Peur 4 À 


= (x), 
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donnera 
Hi mess p(=1); 

HET 
d’ailleurs les coefficients de © (x) étant entiers, o(+ 1) 
est un nombre entier. Donc : le nombre entier a ne peut 
étre une racine de l'équation f(x) == 0 si f (+1) n'est 
pas divisible par a 1. 

Quant aux résultats f ( 1) de la substitution de +1 
à x, 1ls s’obtiennent par de simples additions ou sous- 
tractions entre les coefficients de f(x); on peut donc 
reconnaître immédiatement si l'équation proposée admet 
les racines —- 5 et —1. 

Exempze. — Soit l'équation 


f(x) = 25 — 34 x + 29x? + 212x — 300 — 0, 


on a 
f(+i)=—- 92, f(—:1) = — 450; 

en conséquence —iet —1ne sont pas racines. On re- 
connaîtimmédiatement que toutes les racines réelles sont 
comprises entre — 6 et + 6; les seuls diviseurs de 300 
qu'il y ait heu d’essayer sont donc + 2, H3,ÆE4, +5; 
mais il faut rejeter 3, parce que f(— 1) n’est pas divi- 
sible par 4, ainsi que — 2, Æ 4 et — 5, parce que ces 
nombres diminués de 1 ne sont pas des diviseurs de 
f(—+ 1); on devra donc se borner à l’essai des nombres 
+ 2, — 3, +5 et l’on disposera le calcul comme il suit : 


| 11 


+1) o | — 34 | + 929 | 9212 | —300 | 2 
RL ER ROOMS ER) PT 0 . 
nr NU raie e M Re LEE 

! A A ON DES OS Of RSR] 
| | 





L’essai du diviseur 2 ayant réussi, on doit renouveler cet 
essai qui réussit encore; la troisième ligne du tableau qui 
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f(x) 
(æ ee 2 > ca 


comme le dernier de ces coefficients n’est pas divisible 


précède renferme les coefficients du quotient 


par 2, on passe au diviseur — 3, qui est racine; enfin 
l'essai du diviseur 5 ne réussit pas, et il en résulte que 
l'équation proposée n’a que trois racinescommensurables, 
savoir deux racines égales à + 2 etune racine égale à — 3. 
La dernière ligne’ du tableau donne les coefficients du 
—— » lequel est ainsi x? + x — 25, 
et la résolution de la proposée est ramenée à celle de 


quotient 
l'équation du deuxième degré x?+ x — 25 — 0. 


Theorie des différences. 


151. Lorsqu'on veut effectuer la séparation des racines 
réelles d’une équation, ou que l’on se propose de resserrer 
les limites entre lesquelles se trouve comprise une ra- 
cine déjà séparée, on est conduit à calculer les résultats 
de la substitution de divers nombres à l’inconnue, dans 
certaines fonctions entières de cette inconnue. Dès que 
le nombre de ces substitutions devient un peu considé- 
rable, 1l est indispensable de diriger le calcul d’une 
manière régulière et méthodique, ce à quoi l’on parvient 
par le moyen de l'algorithme des différences que nous 
allons exposer ici. 

SOLE 
(1) EN SOA ATARI TES 
une suite limitée ou illimitée de quantités assujetties à 
une loi quelconque. Si l’on retranche chacune de ces 


quantités de celle qui la suit immédiatement, on for- 
mera une nouvelle suite que nous représenterons par 


Fan DAMON AUS", AU, 
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Les quantités (2) sont dites les différences premières ou 
les différences du premier ordre des quantités (1), et 
l’on a, pour toutes les valeurs de l’entier p, 


AU, = Ut — Up 


Si l’on opère sur la suite (2), comme nous venons de le 
faire sur la suite (1), on formera une troisième suite que 
nous représenterons par 


(3) DNA ER N LATE. 


Ces quantités (3) sont les différences premières des quan- 
tités (2); elles sont dites aussi différences deuxièmes ou 
différences du deuxième ordre des quantités (1), et l’on 
a, quel que soit p, 


VOTE 
A°uy —= Au, — Au,. 


S1 la suite (1) renferme un nombre illimité de termes, 
on pourra poursuivre indéfiniment la même série d’opé- 
rations et l’on formera de cette manière une infinité de 
suites nouvelles qui comprendront les différences troi- 
sièmes ou du troisième ordre des quantités (1), celles du 
quatrième ordre, et ainsi de suite; on aura généralement, 
quel que soit 7, 


n+1 NAT TARN AE 
AA, == AU AU. 


Mais, si la suite (1) ne renferme qu’un nombre limité, 
m +1 de quantités, 1l est évident qu'il n’y aura que m 
différences premières, m—1 différences deuxièmes, et 
généralement m7 — n + 1 différences du n°" ordre ; ainsi, 
dans l’ordre m, il n’y aura plus qu’une seule différence. 

On peut avoir à considérer des suites de quantités 
illimitées ‘dans les deux sens, telles que 


ses, U9, Un, Ug, Uj, Ua, Us, 


Nos définitions n’exigent, pour ce cas, aucune modifica- 
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tion, et l’on aura toujours 
QUE ns Hs CNT, EAU +1 EE 
pour toutes les valeurs positives, nulles ou négatives de 
l'indice pu. 


152. ExPRESSION GÉNÉRALE DES DIFFÉRENCES D'UN ORDRE 
QUELCONQUE. — Nous nous proposons de donner ici l’ex- 
pression générale de Au, en fonctions des quantités (x). 


On a d’abord 
(4) AUG — Ui — Uo, 
puis 
AU, — Uo— Un, 
et, en retranchant l'égalité (4) de cette dernière, 1l 
viendra 
(5) A? Up —= Uy — 2Uy + Up. 
Comme wo, ui, u2 peuvent être considérés comme trois 


termes consécutifs quelconques de la suite proposée, 1l 
est évident que l’on aura aussi 


AU, — Uz — DU + U, 


et, en retranchant l'égalité (5) de la précédente, on 
obtiendra 


(6) AU = U3 — Bus + BU — Uo. 
On aperçoit aisément, sans qu'il soit nécessaire de pour- 
suivre ces opérations, que l’on doit avoir, quel que soit 7, 


n n(nr—1) 
nm NE 
| A Lo — Un — Un + — "©" unie Te 


(7) | 4 


— (— 1) . U + (—1) 4, 


les coefficients numériques du second membre de cette 
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LL: 


expression n'étant autre chose que ceux de la puissance 
nième d’un binôme pris alternativement avec les signes + 
et—. La formule (7) étant vérifiée dans le cas den = 1, 
il suffit, pour en démontrer l'exactitude, d'établir que, si 
elle a lieu pour une valeur quelconque de 7, elle subsiste 
pour la même valeur augmentée d’une unité. Supposons 
donc que la formule (7) ait lieu pour z =; en l’appli- 
quant aux 4 + 1 premiers termes de la suite proposée, 
puis aux u--1 termes qui suivent le premier w,, on aura 


(um —1 ; 2 
du = uy — us mr (—i}£ He (— 1}4, 
x à 
ter (— 1} + (—1)"a; 


si l’on retranche la première de ces égalités de la seconde, 
et que l’on ait égard à l'identité 


A 2 LS LU de k + 1) _im—t)..(u — FE 2) 





or 


Ra Tu | 1.2...(4 —:1) 
(8) | | 
LA Tr EE ac CA tam à 
À di 4e PES 5 
il viendra 
A = gs — Ê Un + REA) ob jns, 
14 


ce qui est précisément le résultat fourni par la for- 
mule (7), quand on fait dans celle-ci =u+x. 


153. ExPrESsION DU TERME GÉNÉRAL D’UNE SUITE EN 
FONCTION DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES. — 


On a, d’abord, 
(9) Ut = HO At 


puis 
Au; = ? AU, —— A? U,, 


<s 
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et, en ajoutant cette égalité à l'égalité (9), 1l vient 
(10) Us — Up + 2 AU + A°Uo; 


on peut appliquer à la suite (2) des différences premières 
la proposition exprimée par la formule précédente, ce 


qui donne 
Au, —= Aug + 24°? u, + Au; 


cette formule étant ajoutée à la formule (10), il vient 
(rx) 3 —= Ug + 3 Aus + 3 Au, + us. 


Ces résultats nous permettent d'écrire immédiatement 
la formule générale suivante : 


2 n(r—1) 2 
(12) up = ug + — Aug ————© Quy+. + — Alu + Au, 
I A 1 


dans laquelle les coefficients numériques sont ceux du 
développement de la n°" puissance d’un binôme. Cette 
formule est vérifiée dans le cas de n —1, et, pour en 
démontrer la généralité, 1l suffira d'établir que, si elle a 
Heu pour une valeur quelconque x de n, elle subsiste 
pour n —=p+I. 

La formule (12) ayant lieu par hypothèse pour 7 = y, 
nous pouvons l'appliquer non-seulement à la suite (1), 
mais aussi à la suite (2) que forment les différences pre- 
mières ; on a donc 


HR Re M NRNEEE AR 
1,2 


2 


I 


— 1 
Au,, — Au + Aus + atis as up+... + Ê Atuo+ AbTilu,; 
Le I 


ajoutant ces égalités et ayant égard à la formule (8), il * 


vient. 


te 1 sn vod 
Ut — Uo _. Auo + ré us +...+ AMtlus, 


per 
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ce qui est le résultat que donne la formule (12) quand 
on yfatr—=p+t. 


454. DIiFFrÉRENCES DES FONCTIONS ENTIÈRES. — Soit 
ice D 
une fonction entière de x. Donnons à x les valeurs suc- 
cessives 
PR NT rs 20 ES EN de en h A ES 


qui forment une progression arithmétique dans laquelle 
la différence constante est égale à L, et désignons par 


A UN LS iles | SI SN LE NET à 


les valeurs correspondantes de u. Ces valeurs, ainsi que 
leurs différences du premier, du deuxième, etc., ordre, 
seront données par les formules 


HP 
Au=f(x+h)— f(x), 
Mu—f(x+2h)—-2f(x+k)+f(x) 


où il suffira de substituer successivement à x les valeurs 
…(Xo—h), &o, (Xo+h),.... Les quantités Au, Au, … 
seront dites les différences première, deuxième, etc., 
de la fonction 4. 


Taéorkme. — La différence mième d’une fonction en- 
tière de x, du degré m, est constante. 


Soit 

u he) NP PTE A EURE SA SX A, 
_une fonction entière du degré m; on aura 
Au—f(x+h)—f{x) 


; 2? A7 


12) 





RE: m æ): 
GA (æ) 
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le second membre de cette formule est une fonction en- 
üère de x du degré n— 1, dans laquelle le coefficient de 
x" 1 est évidemment mA, À; on a donc 


AUTE MAIL EPST 


ce qui montre que la différence Au d’une fonction en- 
üère u du degré rm estune fonction entière du degrém—1, 
et que le premier terme de Au s'obtient en multipliant 
par 2 la dérivée du premier terme de u. Cette proposi- 
tion nous donne immédiatement les résultats suivants : 


Mu—m(m—i1)A,hat-2+..,, 


\ 


Mu—m(m—i)(m—2)A xt s+,, 


‘4 


Au mm ile aa AT 


on voit que la différence mi°% Au est indépendante 
de x, et qu’elle s'obtient en multipliant par L” la mime 
dérivée de u, ce qui démontre le théorème énoncé. 

Il résulte de là que les différences de w des ordres su- 
périeurs à »2 sont nulles. 


455. SUBSTITUTION DE NOMBRES ÉQUIDISTANTS DANS UNE 
FONCTION ENTIÈRE. — La proposition que nous venons 
d'établir conduit à une conséquence très-importante qui 
remplit l’objet principal que nous avions en vue, et que 
l’on peut énoncer comme 1l suit : 


Si l’on doit substituer à x une suite de nombres équi- 
distants 


. Æo RE 2 A, ZX PTE X k, To; To —— k, Æo —l- 2 A, .. 


dans une fonction entière u = f(x) du degré m, il suf- 

fira de calculer directement les résultats de la substitu- 
tion de m termes consécutifs de la suite, après quoi on 
obtiendra les résultats de la substitution de tous les au- 
tres nombres par de simples additions. 
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En effet, considérons le tableau suivant dans lequel on 
trouve la série des valeurs que prennent la fonction u 
et toutes ses différences jusqu'à celle de l’ordre rm, quand 


on donne à x toute la série des valeurs ... x5 —h, x, 
Lo +h, .... 
z u Au Au ; Arr Amy 
Z, —h u_, Au. DUREE NU hr 72e 
cs U, Au, QU SAN A MO TRS AT Au, 
x, + À u, Au, ER NN EUR Au, 
TL + 2h u Au AU A DRE PAT APE 


Pour construire ce tableau, nous calculons directement 
les m valeurs de w qui répondent à r7 valeurs consécu- 
üves de x, et nous les inscrivons en regard de ces va- 
leurs dans la colonne qui est intitulée u. Nous formons 
ensuite les différences successives de cette suite de m 
termes, jusqu’à l’ordre m—1, et nous écrivons les résul- 
tats dans les colonnes respectives intitulées Au, Au, …, 
Alu; nous avons ainsi 22 — 1 termes dans la colonne 
Au, m—°2 dans la colonne A?u, ...,1 terme seulement 
dans la colonne A1 u. Mais la différence Au est con- 
stante et sa valeur est connue d'avance; on peut donc 
former la dernière colonne du tableau et la prolonger 
indéfiniment en haut et en bas. Cela fait, on a tout ce 
qu’il faut pour prolonger les diverses colonnes du tableau 
aussi loin que l’on voudra, soit en haut, soit en bas. En 
effet, chaque terme de l’une des colonnes marquées u, 
Au, ... est égal à celui qui est au-dessus de lui, aug- 
menté du terme qui correspond à ce dernier dans la co- 
lonne suivante, ou égal à celui qui est au-dessous de lui 
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dans la même colonne, diminué du terme qui lui corres- 
pond dans la colonne suivante. Il résulte évidemment de 
là que, si l’on a inscrit À termes dans l’une quelconque 
des colonnes, il suffira de connaître un seul terme de la 
colonne précédente, pour pouvoir inscrire dans celles-c1 
k nouveaux termes. 


156. DérerMINATION D'UNE FONCTION ENTIÈRE DU DEGRÉ 
M1 AU MOYEN DES VALEURS DE CETTE FONCTION QUI RÉPON- 
DENT A 7 - I VALEURS ÉQUIDISTANTES DE LA VARIABLE. — 
Soit u — f(x) une fonction entière du degré m, et dési- 
gnons par 


Uj, Uj, Ua, ., Um 


les valeurs que prend cette fonction quand on donne à x 
les m + 1 valeurs \ 


Los Lo + hs, pm. 
On a, pour toutes les valeurs 1, 2, ...,mden, 
7? nin—1),, 
Un = Up + s AU + © Mug +... 


n(n—1)...(r—#k+1) 


—- 
MO RAA à 


AË y Hi 

tous les termes du second membre de cette formule, à 
partir du deuxième, s’obtiennent en donnant à Æ les va- 
leurs 1, 2, 3, ..., n dans l'expression 

Ur Fr) 


Re MIA TE 
tr: a 


R\T EN 


mais, comme cetle expression se réduit évidemment à 
zéro, pour les valeurs 7 +1, n7+92,..., m de k, on 
peut écrire 


CNE À n (a 1)ui (rene 
PTE de Je DRM PE ET 0° 


7 
Un = Ug+ — Au + 
I 1.2 vit 
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Si l’on remplace, dans le second membre de cette formule, 


L4 4 pe To . . 
n par «4 hs > on formera la fonction suivante : 


T— Xp\ AU X—Lo\ [TX —%T | At: 
u —— —+- — I 2 
+ ( h | I k | h ETS 
T— 2% LT Au 
— 0 ... RP AN ATRE © 2 
k h 1227.07 


qui se réduit évidemment à u, pour x = x9 + nh, et, 




















en la retranchant de f(x), on obtiendra une fonction 
entière du degré m qui sera nulle pour les m+1x va- 
leurs x, Xo + h,..., xo + mh de x : or cela ne peut 
avoir lieu que si la fonction dont il s’agit est identique- 
ment nulle; on a donc 

















Z—%o Aug (x—ro)(x—xo—h) Au, 
= Ut —— RP es CE 
4 | L 1 k 1.2 FE 
Li a ———— 
D (x—x0) ER AACS EN EE ee AU 
ANT NE MN ORAN VT 
Cette formule subsiste quel que soit 2; si l’on fait tendre h 
Alu 
, ? r (4) % GA (] 
vers zéro et que l’on représente par uf° la limite de Ti 
pour À — 0, on aura 
T—X LT ie (x—xo)" 
{ == y l) 0 (2) SON? un): 
NES Ge À A VONT: Cu 


d’où il résulte que ul est la valeur de la Aï°* dérivée de 


f(x) pour x = x, en sorte que l’on a 
AA 
k — |; . h — 
LME) OUF /t —— O. 
J° (=) + AN: 

197. Lrmrres DES RACINES RÉELLES D'UNE ÉQUATION. — 
Lorsqu'on substitue des nombres équidistants dans le 
premier membre d’une équation f(x)— 0, en suivant la 
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marche indiquée au n° 155, les résultats obtenus suffisent 
pour faire connaître deux limites entre lesquelles sont 
comprises toutes les racines réelles. 

En effet, soient 


Los To As ..., oo +(m—1)A 


m + 1 termes consécutifs quelconques de la série des 
valeurs substituées, et supposons L positive. Si les quan- 
tités uo, Aus, ..., Au, qui répondent à x, sont toutes 
positives, la formule (1) montre que l’on a f(x) >0 
pour toutes les valeurs de x égales ou supérieures à 
xo+(m—1)h; cette quantité est donc une limite supé- 
rieure des racines. Pareillement, siles quantités wo, Aus, 
A?uo, ..., Au, sont alternativement positives et néga- 
tives, on aura constamment f (x) >> 0, ou constamment 
f(x) <o, pour les valeurs de x égales ou inférieures 
à Xo; donc, dans ce cas, x, est une limite inférieure des 


racines. 


158. SUESTITUTION DE NOMBRES INTERMÉDIAIRES. — 
Quand on a calculé les résultats de la substitution des 
termes de la progression par différence 

«To > À, os Lo —- k, 
dans une fonction entière de x, si l’on veut avoir les ré- 
sultats de la substitution des termes d’une nouvelle pro- 


gression, telle que 
Le Ton Ms Los oh ro 2h, 
on peut y parvenir en profitant des calculs déjà exécutés. 
nh 


k 
Supposons, par exemple, k— rs etposons LE LI EE 
10 


la formule (1) du n° 156 donnera 


k 
F(r+ =) = do + NO Aus + NO) Au, +... NU) Am, 
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en faisant, pour abréger, + 
mn 
2(Rr—10)(72-—920).4.[7 —1o0o(4—1)] 
T2 310, MEO 


NC) — ; 











Nous emploierons la caractéristique 9 pour représen- 
ter les différences d’une fonction quelconque de la va- 
riable », relatives à un accroissement de 7 égal à r. Alors 
N% étant une fonction entière de 7 du degré k, sa diffé- 
rence ki" sera constante ; on aura ainsi 


rh 


A fr Lee 





| — JE N(4) Ars 2 JÉN(E+1) AH É2g) EN ee 


Le d'# N(2) Am A: 


Si l’on fait n —o et que l’on désigne par d*NY# ce 
que devient alors d#N(#), la formule précédente donnera 


d# Up — dE NU Alu PA de NES AX+1 ERA ne SE Nr) am U. 


Au moyen de cette dernière formule on peut calculer 
duo, du, ...,0”u9, et avec ces valeurs on construira le 
tableau relatif aux substitutions nouvelles. On obtient 
ainsi les résultats suivants : 


du —0,1 Au, — 0,045 Au, -+-0,0285 A3 1, — 0,0206625 A! 4, 
+ 0,01611675 A5u; —..., 


du == 0,014? ü9 — 0,009 4 
—+ 0,007725 Atu, — 0,0066975 A5u, + ..., 
du == 0,001 4, — 0,00135Atu, + 0,0014625 ASu, —.... 
dtuÿ=—=0,00014!4;:— 0,00018 Au +..., 
AU 


d°U6 === 0,000011uG —..., 


qui suffisent jusqu’au cinquième degré inclusivement. 
S. — Alg. Sup., I. 22 
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Application à un exemple. 


159. Considérons l'équation du troisième degré 
a—qx+7—o(t); 


es théories exposées dansle Chapitre précédent indiquent 
que cette équation a trois racines réelles, l’une négative 
supérieure à — 4, et les deux autres positives comprises 
entrer et 2; on arrive facilement aux mêmes résultats 
dans le cas dont il s’agit, par le moyen des substitutions. 
Substituons d’abord des nombres entiers; les trois nom- 


bres 
Cre0 D 9 ee ad 


donnent les résultats 
13,24 7,9 4 1, 
d’où l’on tire les différences premières 
040: 


et la différence deuxième 


0; 


la différence troisième étant constante et égale à 6, nous 
formerons avec les résultats qui précèdent le tableau 
suivant : 


(*) Cette équation est l’une de celles que Lagrange a choisies pour 
exemples dans la Résolution des équations numériques ; elle se déduit 
de l’équation 3° + z°— 27 — 1 — o que nous avons considérée au n° 101, 

æ— 92 





au moyen de la transformation z — 
Xt—1 


. 
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a ——————————————_—— 





L u Au Au Mu 
— À —929 +30 — 18 Fe 0 
— 3 + I +12 —12 + 6 
— 2 +13 (e) — 6 + 6 
— I +13 — 6 0 + 6 

(e) + 7 — 6 + 6 + 6 
+ I + I re) +12 + 6 
+ 2 + I +12 +18 -| + 6 
+ 3 +13 


Les valeurs deu, Au, ..., qui répondent à x —1, sont 
positives ; donc 1 + 2 ou 3 est une limite supérieure des 
racines; pareillement les valeurs de u, Au, ..., qui ré- 
pondent à x = — 4, sont alternativement positives et né- 
gatives ; donc — 4 est une limite inférieure des racines. 
L'inspection du tableau montre que la racine négative 
est comprise entre — 4 et —3, mais elle ne fait rien 
connaître à l'égard des deux autres racines : remarquons 
cependant que si nous n’avions aucun renseignement 
sur la nature de ces racines, les résultats précédents nous 
porteraient à penser qu’elles doivent être comprises, si 
elles sont réelles, entre 1 et 2, et nous serions ainsi con- 
duits à opérer de nouvelles substitutions dans l'intervalle 
de ces deux limites, comme la méthode de Sturm ou 
celle de Fourier en démontre la nécessité. 

Nous substituerons donc en deuxième lieu des nom- 
bres croissants par dixième entre 1 et 2. Les formules 


du n° 158 donnent 


dus —0,1Au, — 0,045A?u, + 0,0285 A5, 
dU9 — 0,01A?uç — 0,009 &, 
dy —= 0,001A°u,. 


22. 
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S1 donc on prend x5—1, on aura, d’après le tableau 
qui précède, 
Up AN NUS = OS W AT UE TO, VASTE 
d’où 
duy——0,369, du —-+0,066, du, —+ 0,006. 


Nous remettons la caractéristique À au lieu de 0, et nous 
construisons le tableau qui suit, en partant des données 


Z1,0, u——+1,000, Au—— 0,369, 
Mu — Æ 0,066 x "0,006. 
FE 7 Au Mu Vu 

1,0 + 1,000 — 0,369 + 0,066 + 0,006 
1e + 0,631 — 0,303 + 0,072 + 0,006 
Er + 0,328 — 0,231 + 0,078 + 0,006 
ES + 0,097 — 0,153 + 0,084 + 0,006 
1,4 — 0,056 — 0,069 + 0,090 + 0,006 
10 — 0,129 + 0,021 + 0,096 + 0,006 
1,6 — 0,104 + 0,117 + 0,102 + 0,006 
7 + 0,013 + 0,219 + 0,108 + 0,006 
10 + 0,232 + 0,327 LT 0 SL LA CINE 
1,9 + 0,559 + 0,441 He DA: 
2,0 HT OOONT US ANR PAMERN NT, LORS OISE 
+ | 4 E : 


_ On voit que l'équation proposée a deux racines. _posi- 
lives, l’une entre 1,3 et 1,4, l’autre entre 1,6 et 1,7: 

- Si l’on veut resserrer les limites de chaque racine, 1l 
Putlra substituer des nombres croissant par centième. 
En prenant x, — 1,3 on a, d’après le tableau précédent, 


ÿ 
et l’on en conclut 


duo ——0,018909, duo — --0,000786, Du, — + 0,000006; 


Uo—+0,097; Au —=— 0,153, Au, =+0,084, Au, = + 0,006, 


SECTION I. — CHAPITRE VII. 


3A1 


prenant, en second lieu, x, 1,6, on a 

Uy——0,104, Au ——+0,117, Auy—+0,102, Aus — + 0,006, 
ce qui donne 
dUÿ— + 0,00728 1 8e du —+0,000966, Puy —+0,000006. 


Au moyen de ces résultats, on peut construire les deux 
nouveaux tableaux qui suivent, dans lesquels on a rétabli 
la caractéristique A au lieu de 0. 


1,70 


+0 ,013000 





tepiS due 0 ciel. 








x u Au Au Vu 
1,30 | +—0,097000 | —0,018909 | +—0,000786 | --0,000006 
1,31 | +0,078091 | —0,018123 | +—0,000792 | -+—0,000006 
1,32 | +0,059968 | —0,017331 | +0,000798 | --0,000006 
1,33 | +0,042637 | —0,016533 | +0,000804 | --0,000006 
1,34 | +0,026104 | —0,015729 | +0,000810 | .......... 
PT PO OT T9 NEO OTAU TUE ON SUR 
O0 :004044 0, N. MES Rs Rs Possstisse 

4 72 Au Au Vu 
1,60 | —0,104000 | +0,007281 | +0,000966 | +0 ,000006 
1,61 | —0,096719 | +0,008247 | +0,000972 | -0,000006 
1,62 | —0,088472 | +0,009219 | -+-0,000978 | —0,000006 
1,63 | —0,079253 | +0,010197 | ——0,000984 | +0,000006 
1,64 | —0,069056 | +o,o11181 | +—0,000990 |! +0,000006 
1,65 —0,057875 +0,01217 +0,000996 | —0,000006 
1,66 | —0,045704 | +0,013167 | +0,001002 | +0,000006 
1,67 | —0,032537 | +0,014169 | -0,001008 | +0,000006 
1,68 | —0,018368 | +o,015177 | +o,001014 | .......... 
LOU = OS GOAIR PE OS OIC ON RS il +. 2 sas 


se slete dar o ‘ee 
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|: On voit que la première racine est comprise entre 1,35 
et 1,36, la seconde entre 1,69 et 1,70; il est évident 
qu'en poursuivant la même marche on pourrait calculer 
chacune de ces racines avec une approximation aussi 
grande que l’on voudrait. 


Méthode d’approximation de Newton. 


160. Lorsqu'une racine d’une équation est séparée, of 
peut resserrer indéfiniment, comme on vient de le voir, 
les limites qui la comprennent, ce qui permet d'obtenir 
la racine avec l’approximation dont on a besoin. Mais le 
calcul devient de plus en plus laborieux ; aussi n’emploie- 
t-on habituellement la voie des substitutions que pour 
déterminer les deux ou trois premiers chiffres, après quoi 
l’on a recours, pour achever le calcul, à des méthodes plus 
expéditives. Parmi ces méthodes, on doit remarquer sur- 
tout celle quiest due à Newton et que nous allonsexposer: 

Soit l'équation du degré m 


f(x) = 0, 


et supposons que l’on connaisse une première valeur 
approchéea de l’une des racines; si l’on désigne par a+u 
la valeur exacte de cette racine, on aura 


fla+u)—=o 


ou 
Œip ax rue) PATES u” m jtd 
AIT PA 
d’où l’on tre 
f{a) fa) u? HIT) ut 








SECTION 1. — CHAPITRÉ Vil. 343 


Si l’on néglige les puissances de w qui figurent dans le 
second membre de cette formule, on aura, avec une ap- 
proximation d'autant plus grande que x sera plus petit, 


f\a) 

\ RON round 
hi fa) 
et si l’on fait 

HO TR 
f'{a) 


b sera une nouvelle valeur approchée de la racine. On 
peut appliquer le même procédé en partant de cette va- 
leur b, et l’on en concluraune troisième valeur approchée 





_ 


et ainsi de suite. 

"à Telle est la méthode de Newton; elle permet, en gé- 
_néral, d'obtenir promptement une très-grande approxi- 
mation, et 1l est aisé d’apprécier, dans chaque cas, le 
dégré de rapidité avec lequel cette approximation aug- 
mente, en estimant la grandeur des termes négligés dans 
le passage des équations rigoureuses, telles que (1), aux 
égalités approchées dont on fait usage. 


161. Exempze. — Soit l'équation x? —7x+7—=0 
déjà considérée au n° 159. Nous avons vu que l’une des 
racines est comprise entre 1,39 et 1,36; appliquons la 
méthode de Newton au calcul de cette racine, en partant de 
la valeur approchée a 1,35 ; l'équation (1) devient ici 


Ja a SRE "(à | 


UE RE RE RE D 1° 


Fa) SANT 67)" 
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et l’on a 


f(x) —a8— Jr + se fla) = + 0,010375, 


J'URIUR , f'{a) ——1,5325, 
L HN | Q Li 24 VON: 
co (æ) Este À AS A (a) —-+4,05, 
Toy PV MN 
&/ LTEARR | G/ (a ÈS RTE 


comme w est o,o1, il est facile de voir que, dans la 
précédente expression de u, la somme des termes enu* et 
en u* est positive et inférieure à 0,0003 ; si donc on pose 


y — 2010875 


ir 5 000 NES 
1,325 SE UT LE 


l'erreur commise sera moindre que cette limite. Nous 
prendrons pour deuxième valeur approchée 


b== 159608! 


et l’on aura 


f(b) —0,00014 1586432, 
F'(b)——1,47728125, 


| 


I 5 y ni 
J"b)=+ 4,0704, k+ 
ï IN { 7, \ | 

A LOT ES PAT 


on voit, à la simple inspection de ces formules, que f(x) 
devient négative pour x = b + 0,0001, d’où il résulte 
que la racine dont nous nous occuponsest comprise entre 
1,3968 et 1,369. S1 l’on désigne cette racine par b+u, 
on aura 


DT Re 


CPP bf"(b) 


3e 








la somme des deux derniers termes du second membre est 
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positive et inférieure à 0,00000003 ; donc la formule 


0,00014 1586432 
nes — = D CRUE 270 00009584. 
Fo) 1,477 818 
donnera la valeur de x à trois umités près du huitième 
ordre décimal, en sorte que la racine demandée a pour 


valeur 


1,35668958 


avec sept décimales exactes. 


Complément de la méthode de Newton. 


162. La méthode de Newton ne laisse rien à désirer 
sous le rapport de la simplicité, mais elle exige que l’on 
discute dans chaque cas le degré d’exactitude des résul- 
tats qu’elle fournit, et ainsi elle ne remplit pas la condi- 
tion qu’on doitimposer à toute méthode d’approximation, 
savoir, de donner simultanément une limite inférieure 
et une limite supérieure de la quantité qu’on veut éva- 
luer. Mais il est facile, comme on va le voir, de combler 
cette lacune sans altérer l’essence de la méthode. 

Soient & et6 => « deux nombres qui comprennent une 
seule racine x, de l’équation 


(1) f(x) = 0. 


Comme nous supposons que cette équation n’a pas de 
racines égales, on peut admettre que les équations 
f'(x)=0o, f(x) —o n’ont aucune racine comprise 
entre & et 6; s'il en était autrement, ilfaudrait resserrer 
les limites qui comprennent la racine x. Lorsqu'on ap- 
plique la méthode de Fourier à la détermination de ces 
limites, on est assuré que notre condition se trouve rem- 
plie, quand la suite des indices que l’on forme, confor- 


346 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


mément à cette méthode, commence par les nom- 
bres 1,0, o. 

D’après notre hypothèse, f(x) change une fois de 
signe quand x croît de & à 6, mais f(x) et f(x) con- 
servent le même signe. Considérons la fonction 
(2) HR 
dont nous nous sommes déjà occupé au n° 143 et qui est 
croissante ou décroissante suivant que f(x) et f(x) 
sont de même signe ou de signes contraires. 

Si f(x)et f(x) sont de même signe pour x —@, 
la fonction o(x) sera croissante de x = a à x —=xo et 





3 


elle sera décroissante de x — x0 à x — 6; le maximum 
de (x) est donc (x) ou xo, etl’on a 
to >gla) et x >>e(6), 
ou 
f(a) < (6) 
D  NeREe PE : L OR ou — © 
0. — & f'{a) NE f'(6) 

S1, au contraire, f(x)et f(x) sont de signes contraires 
pour æ—a, la fonction o{x) décroîtra de x —=a à 





zx Xi êt'elle crotra de x = à &'—6;tensS0te0ts 
(To) où x, sera alors un minimum; on aura donc 


fa) (6) 
Tau— — et x T6 — RS de 
é Fa) | F6) 


Il résulte de là qu’en appliquant la méthode de Newton 








à l’une ou à l’autre des deux limites &« et 6, on obtient 
dans tous les cas des résultats qui sont tous deux en deçà 
ou au delà de la racine et qui, en conséquence, ne peu- 
vent fournir qu’une limite unique. 

Pour avoir une seconde limite, je considérerai la fonc- 
ton 


(3) Y(z)=g(r) —M(r— 2) 


F7 
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où M désigne une constante de même signe que le rapport 
fx) 
PF 
moitié de la plus grande des valeurs absolues que prend 
le même rapport, quand x croît de «à 6; d’après cela on 
pourra écrire 





et dont la valeur absolue soit au moins égale à la 


(4) He =ane, 


O étant une fonction de x dont la valeur reste comprise 
entreoet 1, pour les valeurs de x comprises entre «et 6; 
Je poserai en outre 


(5) Fe — ME ai 


= 


Nous avons vu (n° 143) que l’on a 


e(e+4)—ele)_ fa Pe) 
F M PAL c? 


e Étant une quantité qui s’annule avec ; il en résulte que 
si l’on fait, pour abréger l'écriture, 


FES) 


Vs} PA) (x — x), 
la formule (3) donnera 
ER LES © Tr 
ÿ(r+h) ÿ(: Mens 


k 


n désignant une quantité qui s’'évanouit avec A. 
En vertu des formules (4) et (5), la valeur de Y(x) 


peut s’écrire comme il suit : 
(6) Y(æ)=— 2M{1— 48) (7— 2); 
et il est évident que la fonction V(x) est croissante ou 


décroissante entre les limites x—«x, x —6, suivant que 
d'(x) est positive ou négative. 
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Cela posé, si f(x) et f(x) sont de même signe pour 
x — «, On a, comme on l’a vu plus haut, o(x)<x9 pour 
les valeurs de x comprises entre à et x, ; cette inégalité 
équivaut à À 1; d’ailleurs, dans le cas que nous exa- 
minons, M est négatif, car f(x) et f’(x) sont des signes 
contraires pour x — « ; done l’expression (6) ded'(x) est 
négative, et d(x) décroit quand x croît de & à x9; on a, 
par suite, dxo)<CŸ(x) ou 


Lo T'Y). 


M étant 0, si l’on remplace xo par 6 dans le second 
membre de cette inégalité, on aura à plus forte raison 


FE F2 —- M (6 GE “hre 





Si f(x) et f(x) sont de signes contraires pour x = «, 
ces fonctions seront de même signe pour x =6 ; dans ce 
cas, on a, pour les valeurs de x comprises entre x, et 6, 
ox) to, ce qui équivaut à A 1. Mais ici M est po- 
sitif; par conséquent d{x) est négative et d(x) est une 
fonction décroissante. On a a donc (xs) (6) ou 


ro >> Ÿ(6); 


en remplaçant x, par « dans U(6), on aura, à plus 
forte raison, 


226 Ma 


Ce qui précède conduit à la règle suivante ; 


Soient « et 6 >« deux nombres qui comprennent une 
seule racine xs de l'équation f(x) = o et qui ne com- 
prennent aucune racine des équations f(x) =0, 
J'(x) = 0; 2M un nombre qui ait le signe du rapport 


O 
f(x) 


F et dont le module soit égal ou supérieur au plus 





Lo 
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grand des modules que prend le méme rapport quand x 
varie entre «et6. Si l'on designe par a celle des deux 
limites «, 6 pour laquelle les fonctions f(x), f"(x) 
sont de méme signe, et par b celle pour laquelle les 
mémes fonctions sont de signes contraires, on aura ces 
nouvelles limites de la racine x», 


fla) Re MAO 
Fa) Fe TA 


dont la première est précisément celle dé Newton. Si la 
fonction f(x) varie dans le méme sens, entre les li- 
mites a et b, auquel cas f(x) conserve le méme signe, 
on pourra former le nombre M en divisant celle des 


b,— 


SA BV I 6 
deux quantites = J'(a), TE) qui a la plus grande 


valeur absolue, par celle des deux f'(a), f'(b) qui a 


la plus petite valeur absolue. 


Le nombre M étant calculé comme nous venons de l’in- 
diquer, il est nécessaire, pour notre objet, que la valeur 
absolue du produit M(a—b) soit inférieure à l’unité; si 
le contraire avait lieu, 1l serait indispensable de resserrer 
les limites de la racine, avant d'appliquer la méthode. 
Supposons que la valeur absolue de M soit comprise 


ee 7! T , ; A ; 
entre —— et — >, À étant un entier positif, nul ou néga- 
PUR PETO 


4 j : Ga à avé RUE 
üf, et que — soit la différence des limites primitives & 
10 


et 6 ou a et b. Au moyen de ces limites a et D on calcu- 
lera, comme on vient de le dire, les nouvelles limites a,, 
b,, puis de celles-ci on en conclura deux autres &@, b», 


et ainsi de suite; si l’on pose généralement 
Per Re SPL ER ER 


en sorte que €, représente la valeur absolue de la diffé- 
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rence des limites a,, b,, on aura 
TT I Le 
ou. 10"? a 1022+4? EL rot 7+34 ? "On 


formules qui mettent en évidence la loi des approxima- 
tions successives. 


163. Exewpze. — Considérons l'équation 
x? — DIX — 5 —=.0, 


qui a une racine positive unique, et proposons-nous d’é- 
valuer cette racine. On a ici 


1e) Ml, een LA Bb; 
F'(æ) = 32? — », 


7 ee À 
A (nie 0 


on aperçoit de suite que f(x) est négative pour x = 2 
9 ae vaux À Re 144 

et qu’elle est positive pour x = 2,1; d’ailleurs f”{x) est 

positive. Nous ferons, conformément à notre règle, 


a— 2,1, 09} 


f'"(æ) 3x 


la fonction “—- — — est constamment décrois- 
NE 3z?— 92 


sante et elle est égale à 0,6 pour x —2; on peut donc 
poser M — 0,6. Les nouvelles limites ont pour valeurs 





o,061 
11829 
et l’on peut prendre e 
= 2,000: | 


On a ensuite 
0,00500 7375 


11,167075 


Aa = 2, 009 — b;— a3 — 0,000022, 
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et l’on peut faire, en arrêtant le calcul à la cinquième 


décimale, 
>= 2,09456. 


Appliquons une dernière fois la méthode de Newton; 


on aura | 
0,000115068690816 


11,1615447808 ” 


b; — a; — 0,00000 00003; 


A3 — 2, 09456 TR, 


en faisant la division indiquée, on pourra compter sur 
les neuf premières décimales, et l’on aura pour la racine 
demandée 


x 2, 00455 1481 


à une unité près du neuvième ordre décimal, par défaut. 


Méthode d’'approximation de Lagrange. 


164. La méthode de Lagrange a pour objet le déve- 
loppement des racines en fraction continue. 
Soit l’équation 


RAR = ar ATARI NCA, Læ A —0, 


et supposons qu’on ait constaté l'existence d’une ou de 
plusieurs racines positives comprises entre les entiers 
consécutifs a et a +1; le cas des racines négatives se ra- 
mènera à celui des racines positives, en changeant x 
en — x dans l’équation proposée. On fera, conformé- 
ment à ce qui a été dit au n°1, 


x—=a+ —; 
1 


et l’on obtiendra la transformée en x, 


Ex 66 (1) ,m—1 ont) CHALEUR 
(2) fa) =A TES D M qi A, 0; 
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cette transformée aura autant de racines positives supé- 

rieures à 1 que la proposée a de racines entre a eta +1; 

considérons l’une d’elles et supposons qu’elle soit com- 

prise entre les entiers consécutifs a, eta;1, on posera 
I 


Li— dr —) 
Ce 


et l’on aura la nouvelle transformée 


2 a (2) m1, ) (las 
(8) (es) =AS ai A a +. AR je tA = 0, 





laquelle aura autant de racines positives supérieures à 1 


! ‘ < I 
que la proposée a de racines comprises entre a + —et 
[42 


T ê UE ; 
ae. On peut poursuivre indéfiniment ces opéra- 
Gi sha 
tions et chacune des racines dela proposée qui sont com- 
prises entre a et a 1 se trouvera exprimée par une 


fraction continue 





pus 
I 
di — —_—— 
do + 
? 
, . P, P: . 
dont les réduites G a ... fourniront des valeurs de 
1 D 


plus en plus appprochées. 

Quant aux transformées successives (2), (3), etc., cha- 
cune d'elles se déduit de la précédente par une règle uni- 
forme ; on a effectivement 





Jura) = Je (ue un) 








ï mt a 
= fi (ay) + - Fataa) +... + _. Feta) 
AA PN IN AN ER 
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et la transformée en x,,, sera 














m m—1 Le (a) Lure Lt (ay) 2 ; 
2 a ea) + mA A + re sé EE 
ainsi l’on aura 
! m | 
Fée dE (+41) __ Ju (ay) (u+1) Fax (ay 
A6 ri Ja (ay), à, SLR 2 I ALU Là, : A —— FOR h . 


Remarquons enfin qu'on peut toujours faire en sorte, si 
on le juge à propos, que l'équation proposée n'ait qu'une 
seule racine comprise entre deux entiers consécutifs ; car 
il suffira, pour atteindre ce but, de multiplier toutes les 
racines de cette équation par un nombre convenablement 
choisi; alors chacune des transformées (2), (3), ... 
n’aura qu'une seule racine positive et supérieure à 1. 


165. La méthode précédente serait d’une longueur 
rebutante dans la plupart des cas, si, en la proposant, 
Lagrange n’avaitindiqué un procédé très-simple qui per- 
met de déterminer sans tâtonnement la suite des quo- 
tients &, &y, &+, .…., lorsque quelques-uns des premiers 
termes sont connus. Voici en quoi consiste ce procédé. 


or dis pNUes 
Soit , la (n .. Lie réduite de la fraction continue 
mr 


formée avec les quotients a, a, ... (n° 2); la racine x 
dont cette fraction est le développement aura pour valeur 


(1) aa Pair + LATE À 
Or Qx-1 à 


on tire de là 
re Q2# XL — pre 
1e D, 07 


TX 2 


ou, à cause de 


0-0, P,-:— (—1}?, 
Qu (—1}" 
Q» Qu (P, — Q,z) 


S.— Alg. sup., I. 23 





ln A 
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Si l’on remplace x par chacune des racines x, x", 
x”, de la proposée, il est évident que la formule PES 
CEE donneralesracinescorrespondantesæ,, x, , Æn 
transformée en x,; on aura donc aussi 





LUE PAR (Le 
Lhet DS'E 
Q> Q,(P:— 0x ] 
2" re boat 





Q; (a Q» (P,—Q;x”)’ 


et, en ajoutant ces dernières égalités, 1l viendra 


era Na (—1)7 


x! a aie ..) +<(m— QE EE EN EN TE 
k 1 % ) Q» Q:(P, —Q;zx) 


Le CERN E RS 
Qu (Pr —Qhz”) Qu(Pr— Qhx”) 


Mais, dans la transformée en x,, savoir 


—- 


(n) ,m (n) _m—1 nd 
FE RE a 7: Can PE AT RE 


AQ) 
A() 
A fr) 
30 » dans l'égalité précédente, 


et si l’on fait en outre, pour abréger, 


la somme des racines est — —— ; on peut donc remplacer 


! [A 
Ln + ÆnHeee PA — Ln— 


il viendra 








(2) Zn —(m—1) Q, 7 Ag 4 | 
enfin si l’on pose 

(n) 
(3) be (m1) À 


SECTION I. — CHAPITRE VII. 355 


on aura 
(rs 


Ln = En + ——° 


Q@ 


L4 4 Lo HU , L P 
Par conséquent, dès qu’on sera arrivé à une réduite — 
rm 


telle, que l’on ait 


(4) Qu VA 
l'erreur commise en prenant 
(5) Cr 


: I . 
sera moindre que -en valeur absolue, et si Æ a une va- 


leur suffisamment grande, on connaîtra directement, par 
la formule (3), le quotient entier a, contenu dans x3. 
Cela suppose que À est connue; maisilest évident qu’une 
valeur médiocrement approchée de cette quantité suffit 


3 RATS P % 
pour notre objet. Or les réduites 0. s’approchent rapi- 
LA 


dement de x, et À diffère d’autant de moins de la quantité 


DRE MAS BATTRE 
! x! PR x" 1e 


ie M ee 


M — 





que » est plus grand; on a d’ailleurs (n° 49) 


7(K 
FPS LL NC EN HO ARR Rene 
X — x 


F(X) X — x X — x! X — zx" 





et, pour X=—x+h, le premier membre de cette formule 
se réduit, à cause de f(x) = 0, à 


I LA 
> DA lo 





Fa) Pre) + 


F'x) “4 


dand Rk tend 
2 Pa) À 


expression qui tend vers la limite 


23° 
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vers zéro. On a donc 


ls f"{x) 


ME ee 
2f (x) 


et à la condition (4) on pourra substituer la suivante: 


(6) Q, = VÆE4M. 


Désignons par £ la valeur approchée de x qui répond 
à Xn = En; On aura, d’après la formule (r), 








E — Pc TS 
QE» + Qu 
d’où 
— À 
(7) r— E 





ef) (ee) 


le second membre de cette formule (7) diffère peu de la 
quantité 
— M 
laquelle donne ainsi la mesure de l’erreur commise quand 
on prend £ pour valeur approchée de x. 
On peut conclure de là que, si le développement en 
_ fraction continue est assez avancé, la formule (3) don- 
nera non-seulement le quotient incomplet a,, mais en- 
.corequelques-uns des quotients suivants, et l’on obtiendra 
ceux-ci en poussant le développement de £, en fraction 
continue jusqu’à une certaine limite qu’il est facile d’é- 
valuer ‘approximativement. Pour cela, supposons qu’on 
ait réduit £, en fraction continue et que l’on ait écrit les 
quotients obtenus à la suite de ceux qui ont été déjà 
trouvés; prolongeons au moyen de ces quotients la suite 


: AP ; 
des réduites, et soit G l’une d’elles. Il est évident que 


5 * 
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p | ve er 
— sera l’une des réduites de £; si donc on nomme # le 
! 


k : . P à 
quotient complet qui lui correspond et que G soit la 


20 à A P 
réduite qui précède 6’ on aura 














DMBAMR BAL NE D Pare 
7 Qx+Q Q  Q(Qa+Q)? 
la formule (7) deviendra donc 
Re DL A tn Ve van ea 
Qu Q(Qa+Q) à ils Qu | ‘ +) 
| 'n Q, | En Q, 


ou, à peu près, 
P nc — M 
(8) = ta 
Q aQ a Q; 


Soit maintenant 6 un nombre quelconque, et supposons 
La e P 
le dénominateur Q de 6 tel que 


AnQ% | 


VE 6M 





(9) QE 


le second membre de la formule (8) sera inférieur en 


valeur absolue à 
HAT 
x 6} Q°° 


T 


2 0° 





il sera donc inférieur à si l'on a 


2& 


y 
CYR" 


I 


I I 
PS ou (es 





et, dans ce cas, — sera certainement l’une des réduites 


Het (02,07: 


©1T 
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; ; PNR ; 
On voit par là qu’à partir de la réduite -Z le déve- 


(2 


loppement de £, fournit les quotients nécessaires pour 
prolonger la suite des réduites, jusqu’à ce qu’elles aient 
environ deux fois autant de chiffres que celle d’où l’on 
est parti. Il faut cependant remarquer que cette conclu- 
sion peut être en défaut quand le quotient qui suit celui 
auquel on s’arrête n’est pas supérieur à 2. 


166. Exempze. — Considérons l’équation 
d—7x+7—0o, 


que nous avons déjà plusieurs fois prise pour exemple. 


On a 
Tien — 99 — 7T + 7, 
TX (2) — 3x? — 7, 


I {4 82 
a (rer, 


ARE 


L’équation proposée a deux racines comprises entre I 


et 2; nous poserons ; 


I 
Li LE PT 
Li 


et nous aurons la transformée 
xi— 4x? + 3x - #0! 
1 ren Arte RS 


celle-ci a une racine comprise entre 1 et 2 et une autre 
entre 2 et 3; nous considérerons d’abord cette dernière 
racine et nous ferons 


+ 
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on a 
ds (x) nn - fr —- AT —+ I, 


J'(m)= 3x2 — 821 +3, 
I 
Le) 34, 


filets 


en remplaçant x, par 2 dans ces formules, on aura les 
coefficients de la transformée en x, ; celle-ci est 


Ti FT; —92%9 —1—=0. 


La racine positive x, est comprise entre 1 et 2; on fera 


donc 


I 
La 


on a 
falto) = xi +xi —2x—x, 


late) 3m 02237 2, 


10 
fu (æ2) = 32 +2, 


Tom 
AGE) — 1, 


et la transformée en x, sera 
Xi — 3x? — x; —1—0. 
La racine positive est comprise entre 4 et 5 ; on fera donc 
I 


L3 = À + rt 


on à 
Jalas) = xi— 3x2 — fr; —1, 


Fa (xs) = 325 — 6x3 — 4, 


3 


I 
Jules) 32 3, 


MAT I eet 
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d’où résulte la transformée en x, 
3 2 2 22 
T, 207%, —OT, —1 05 


Maintenant l'opération est plus avancée qu’il n’est né- 
cessaire pour pouvoir appliquer le procédé abrégé de 
Lagrange et déterminer les quotients sans tâätonnement. 
Formons d’abord les réduites qui répondent aux quo- 
tients que nous avons obtenus 


La formule (2) du n° 165 donne, en l’appliquant ici 
auiCAs de 74 


3 20 A 
Ty, — 2 —— 


PAUT-G UE 142? 
la quantité À diffère peu de M ou de de. 


aisé de s’assurer que M est inférieur à 3. La somme des 


et il est 





x 3 20 ; k us : 
deux fractions — + — fournit le cinquième quotient 20; 
ÿ! I 


en outre, on a 
19%, + 
NEA 20 192, + À 


TX — 3 
14%, —- 3 
et si l’on prend pour x; la valeur 


3 143 
— —+ 20 — “ 





») 


on obtiendra une valeur de x, savoir : 


2745 


2 
2023 





SECTION I. — CHAPITRE VII. 361 


dont l’erreur sera environ — 0,0000002, et, par 


20*.14* 
conséquent, si l’on réduit cette fraction en décimales, on 
obtiendra un résultat dans lequel les six premiers chiffres 
décimaux seront exacts; on trouve 





2745 : 
di 1435080504. 
2023 4 SE. 
et les six premières décimales sont effectivement celles 
que nous avons obtenues au n° 161. 

S1 l’on veut poursuivre le développement en fraction 
continue, on fera 





I 
Ty es 20 + ee 
Lys 


RARE e : 
etl’on formeralaréduite . » qui répond au quotient x; ; 
puis, des équations 


ile) e — 207; —Ot, Dur, 


is (x) En 3xi— ox, — 9, 


ai (x) = 3x, — 20, 


on conclura la transformée en x;, savoir : 
1812? — 391x?— ox; — 1 —0; 
la formule (2) du n° 165 donnera ensuite 


W 14 391 REA 
RE DR AN IRT QUO 2432) 


d’où il résulte que le sixième quotient est égal à 2; en 
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outre, on a 
1564 Rs T0 
… 203, + 2832, L 14? 


et, si l’on prend pour x; la valeur 


28 391 119721, 
283 Ÿ 181 51223? 


on aura une valeur approchée de x dont l'erreur sera 

inférieure à | 
3 

D'ANSDS 

Si l’on applique la même méthode au calcul des deux 


autres racines de l’équation proposée, on obtiendra les 
résultats suivants : 





13 Mie 2 ! L 
T°—"]t +7—O, TT 
æ 
LP D ES TETE, Ye Nes A 
1 Ft TN 1 sis 2. vi A? 
"#2 
13 12 ! ! ! L 
LC Don DEC TC re LOS 4 PAST pale re © 
2 2 2 2 7 
Et} 
x! RL RU ER Ce | x A . 
3 res PSE 377 VUE 
"4 
13 12 ! Met TRE : 
Ty 20%, OZ, 12507 V'OERIPA 
13 " are V4 I 
x 1 +7=O0, | —x =3 +) 
EÈ 
13 "2 2 AT HDI 
CE 20 RO CTI O0; Ti DR 


On voit que les trois racines x, x’, x! conduisent à 
une même transformée, et, en conséquence, les fractions 
continues qui expriment ces racines se terminent par 
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les mêmes quotients; on a 


I , I 
LI + ———— LI + 
I I 
 ÉSÉGTEETTEA Le 
I 
DS Ar de 2+ ———— 
I 
A+ —) À + —) 
Ty, Ty 
I 
PCT lame 20e Ve EI 
5 


x désignant la racine positive de l’équation 
l 3 ta au, 


Nous étudierons dans la suite de cet Ouvrage les équa- 
tions qui possèdent cette propriété remarquable. 


167. Dans un Mémoire qui fait partie du tome 1° du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, Vin- 
cent a fait connaître une belle propriété des fractions 
continues, et 1l en a déduit, pour le calcul des racines 
réelles des équations, une méthode qui procède à la fois de 
celle de Lagrange et de celle de Newton; nous croyons 
devoir établir 1c1 la proposition sur laquelle repose cette 
méthode. 


Taéonème. — {tant donnée une équation f(x) = 0 
qui n'a pas de racines égales, si l’on fait successivement 
DS à Lo PATES Re EURE …. 
7 Ds Re 
@, &i, +, ... étant une suite illimitée de nombres en- 
tiers positifs quelconques, après un certain nombre de 
transformations, il arrivera toujours que Les transfor- 
mées successives n auront que des permanences ou qu’elles 

n'offriront qu'une seule variation. 
Le second cas se présentera si l’une des racines de 
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l'équation proposée est la limite de la fraction continue 


I 
a + 


I 
Cd D pda PA 
do 214 
Le premier cas aura lieu, au contraire, si aucune des 
racines n'est égale à cette limite. 
Pour démontrer ce théorème, formons les réduites de 
; k ne P . 
la fraction continue (1), et désignons par — celle qui oc- 
Q» 
cupe le (n +1)" rang; le quotient qui répond à la 
Là 4 P Là ® po . . 
réduite * étant x,, il est évident que l’on obtiendra di- 


nm 
rectement la °° transformée en posant, dans l’équa- 


On EL E=0; 





(2) RSR NL TOUR Qu, V2 
QuTn ai 07: 
formule d’où l’on tire 
(3) % Pr QniT 
ï Q» re Pr 


Soient æ, 6,7, ... les racines de l’équation proposée, 
et Gn, Ôns Yns +. les racines de la transformée; cette 
transformée sera, en éérivant x au lieu de x,, 


(x —an)(x—6,)(x—7yn)...—=0, 


et chacune des racines &», 6», ... sera liée à la racine 
4, 6, ... correspondante par la relation {2) ou (3); on 








a donc 
P,-1 
CE 
A Li RE 2 De 
(4) n Q, me Be 
Qx 


2 , , . P 
Si & est réelle et que les réduites 0. convergent vers 
nr 
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cette racine, il est évident que «, sera une quantité po- 
4 ERP SE pe “ae ee 
sitive; mais si les réduites —” ont une limite différente 
12 
de &, quand 7 sera suffisamment grand, les différences 
Pr P, 


eric TT TI 
Q»1 k 


seront de même signe, et 2:n conséquence la quantité «, 
sera négative. 
S1 & est imaginaire, SOit 


a—=p+qW—1, an =Pn+nV—E, 











on aura 
Per — 
tn) Qi Q. Fée ai i 
Po tai =— 
Q, LA 
2 p— q V—1 
Q» 


tes 


et, en changeant —1 en — ie 





mo re PETER 


Qx Pr 
à Q, SUR 
n 





Pn — QnŸ—1 Le 


en ajoutant entre elles les deux formules précédentes, on 
obtüent 




















Pr FiRECr 
012) AR SE ARE 
2Pn US Q TR ANT LES 
Mo — qV—1 ON AN, 
ou 
q° ni DIR Etant Pns-e À 
P Æn mou +[ é +2) —r | 4 (a =) F 
Chen le nt 
(Gr) + 


pour les valeurs de 7 qui surpassent une certaine limite, 
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la quantité i e LS =) sera inférieure à g?, et l’on 

| £ (ou: o. 
voit que p,, Sera négalive. 

S1 donc 7 est suffisamment grand et que la fraction 
continue (1) ne représente pas le développement d’une 
racine de la proposée, la ni°"® transformée n'aura que des 
racines de la forme— gou—gæth VO g étant posi- 
tif. Les facteurs du premier membre qui répondent aux 
racines réelles seront de la forme x + g et les facteurs 
réels du deuxième degré qui répondent à deux racines 
imaginaires conjuguées auront la forme 

a+ogx+(g?+); 
il est évident que le premier membre de notre transfor- 
mée, qui est le produit de tous ces facteurs, n’aura que 
des permanences. 

Il convient de remarquer que les racines réelles ou 
imaginaires des diverses transformées tendent de plus 
en plus vers l'égalité. Effectivement, si l’on divise la for- 
mule (4) par celle qu’on en déduit en changeant & et æ» 
en 6 et 6,, on aura 

ps P 








MP RSR EE 
An LA Q : Q» À 
6? P, Pi 
— —« — 6 
Qx Qi 
PT UMR : Le: : 
et comme —"— et 7 tendent vers la même limite, on voit 


à n—1 n 
que l’on a 


: Un 
ln <= ZE 
6x 


On arrive au même résultat en considérant la différence 
än — Ën qui a pour valeur 


I (— 1}*{(x— 6) L 


En — 67 — — 
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ainsi, en particulier, si la proposée et les transformées 
successives ont des racines imaginaires, la partie imagi- 
naire de ces racines tendra vers zéro. 

Supposons maintenant que la fraction continue (1) 
tende vers l’une des racines & de l’équation proposée. 
Alors la °°° transformée aura une racine positive unique, 
An, Si r est suffisamment grand ; il est d’ailleurs évident 
que tout ce que nous venons de dire précédemment s’ap- 


fe) 


pliquera à l’équation — 0. Par conséquent, dans 


e 


le cas qui nous occupe, les racines de la transformée de 
rahg 7, autres que la racine positive «,, pourront être 
représentées par 


— gite), —g(ite), ..., —g(i+eh), 


g étant un nombre positif, et &,, €+, ..., em_, désignant 
des quantités réelles ou imaginaires dont les modules 
peuvent devenir plus petits que toute quantité donnée. 
Le produit des facteurs linéaires qui répondent à ces 
racines sera donc 


(5) (æ + a de + (E, ga E, £° Fe rm 4 PR PERRET pue St) 


E,, E, ..., En_, étant des coefficients réels qui peuvent 
devenir moindres que tout nombre donné. Posons 


(æ ue DRE — Go ani + G; Are CENTER Ga Eee + (Eau l'in ; 


ei 








on aura 
CE Eee MAN ET rm 
ei 
Gran m re 
Gz  k+i : 


l’expression (5) se réduit alors à 


(6) Gor—+(G+E,)get2+.., + (Gi + En )g""t, 
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et l’on pourra faire 


Gy+1 ne Ey+1 pre Gr 
Gz;+ Ex Gz 








m 

POÉRETES 7 O ni SES 

exg1 étant un nombre réel qui peut devenir moindre que 
toute quantité donnée en prenant 7 suffisamment grand. 
Désignons maintenant par (À — 1) g la racine positive de 
notre transformée ; 1l est évident que cette transformée 
s’obtuiendra en égalant à zéro le produit du polynôme (6) 
parx—(À1—1)g; on a, à cause de Go —1, 


m m 
am + (: +e, 1) Gogzx”—1+ ( + €e — à (Gi +E) gr" 2 + 





DEEE 


mt 
@" TT Emi — à (Gm— +E, ) tm + 
NT (Lee 1) (Gr ra )e Fed 


Le premier terme de cette équation a le signe + et le 
dernier terme a le signe — ; d’ailleurs, les quantités e;, 
Ge, +. LE, E,... peuvent être supposées aussi petites 
que l’on voudra, et, si le coefficient de l’un des termes 
compris entre le premier et le dernier est nul ou négatif, 
il est évident que tous les coefficients qui suivent seront 
négatifs. L’équation (7) n’a donc qu’une seule variation, 
ce qui achève la démonstration du théorème énoncé. 

Ainsi que l’a montré Vincent, le théorème précé- 
dent suffit pour opérer la séparation des racines, sans 
que l’on soit obligé d’en déterminer le nombre a priori, 
ou de leur assigner des limites, pourvu qu’afin de s’épar- 
gner des essais inutiles on fasse un usage convenable du 
théorème de Budan; mais nous renverrons au Mémoire 
de l’auteur, pour le développement de cette méthode. 
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Du calcul des racines imaginaires. 


168. La méthode qui a été exposée au n° 147 permet 
non-seulement de séparer les racines imaginaires d’une 
équation, mais encore de resserrer indéfiniment les limites 
qui comprennent, soit la partie réelle de chaque racine, 
soit la partie multipliée par l'imaginaire ? ou (cube 

Lorsqu'une racine imaginaire est ainsi connue avec une 
certaine approximation, on peut en obtenir des valeurs 
de plus en plus approchées au moyen de la méthode de 
Newton, qui n’est en aucune façon bornée au cas des ra- 
cines réelles. Effectivement, si z, est une première valeur 
approchée d’une racine simple z de l’équation 


(x) Fe) 0, 


et que Zo + u soit la valeur exacte de cette racine, on 


pourra poser 
2 


F2) + 2 f'{20) + = F"(20) +0, 


d'où 


f'{%) ELU NE AE: 
et l’on aura, avecune approximation d’autant plus grande 
que le module de w sera plus petit, 


f(x) . 

FT UE 

‘à (20) 

re ; 
mais 1l sera nécessaire d’examiner, dans chaque cas, le 
degré d’exactitude que peut fournir la précédente for- 
mule, et cette discussion ne sera pas toujours exempte 


de difficultés. 


Posons 


et fl) e(mr) + ie) 
et désignons par x, + iy0 la valeur approchée z, de la- 
S. — Alg. sup., I. 24 
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quelle on part : le problème dont nous nous occupons à 
pour objet de calculer l’une des solutions réelles (x, y) 
des équations simultanées 


(2) &r)=0, (ar) 0 
connaissant des valeurs approchées x, et y, de x et y; 
or je dis que la même méthode peut être appliquée aux 
équations (2), quels que soient les polynômes o(x, y) 
et (x, y). Désignons en effet par 

| Æ EP SR EMI E0 den 

les valeurs de x et de y qu’on se propose de calculer : 
on aura, en employant ici la notation dont nous avons 
déjà fait usage au n° 89, 

px, y) = g{xo Jo) + ÉDrp(x0, Yo) + nD,v(To; Yo) +..., 
dx, )= Yo, To) - ED; %(xo, Jo) +nD,Ÿ(x6, Yo) + 

S1 donc £ et x sont des quantités assez petites pour 4 
puisse négliger leurs carrés et leur produit, on aura 


approximativement 
ED; p(%o; Yo) +nD, 6 (0 Yo) — — p(Zo Yo); 
ED, dx, Jo) + D, 4 (x, Jo) = — Ÿ(xo, Jo) 
d'où 
Dep p(ToYo) D,Ÿ (To; Yo) — Ÿ (Lo Yo) Dy9 (0, Yo) 4 
De9(%0: Yo) D, Ÿ(To, Yo) — D, (0, Jo) D,%Ÿ(x0, Yo) 
u Ÿros Jo) Dr (To Yo) — P(To, Jo) DxŸ(ro To) | 
D (%o, Yo) D; Ÿ (x, Yo) — D, (0 Jo) Dz Ÿ (T0 Yo) | 


il est évident que ces formules ne pourront être d'aucun 
usage, si la solution que l’on considère est une solution 
multiple des équations Ron: 


169. La méthode que nous venons d'indiquer exige 
des calculs très-laborieux et, au lieu de l’employer, 1l 
sera souvent plus simple de recourir à l’élimination, 
comme on va le voir dans l’exemple suivant. Proposons- 
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nous de calculer les racines de l'équation 
(x) "ZT —=0, 


qui toutes les quatre sont imaginaires. Si l’on pose 
CCR bn md À V— 1, cette équation se décomposera dans les 
deux suivantes : 


DT tr 0e) ee ir) 0, 
(3) JT4x(r?— x) +1], 


et en supprimant de l’équation (3) le facteur y, on aura 
PP q ES 2 


I 
(4) Mt he ban 
4x 
portant ensuite cette valeur de y?— x? dans l’équa- 
tion (2), 1l viendra 
GA x$ — 162? — 1 — 0; 
enfin, si l’on pose 


(5) CS 


> 
cette dernière équation deviendra 


Les substitutions donnent les résultats suivants : 


£ L—4t—1 
2 — I 
3 +16 
A — 0,139 
25 + 0,848 
MIT — 0,046069 
2,12 + 0,048128 
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d’où 1l suit que la seule racine positive £ est comprise 
entre 2,11 et 2,12. Une première application de la mé- 
thode de Newton donne les nouvelles limites 2,1149 et 
2,110; une deuxième application fournit la valeur 
2,11490794 avec huit décimales exactes. La formule (5) 
donne ensuite, avec le même degré d’approximation, 


LEA 0, 27190006 
enfin la formule (4) donne les valeurs 
Mer 0 48001429) 
= 2 0,98/09929; 
on a ainsi, pour les racines demandées, 
z— + 0,72713603...—0,43001425.. NET 
2— — 0,72713003...— 0,93409929.. NT, 


SECTION If. 


LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 





SECTION II. —— CHAPITRE I. 379 


SECTION IT. 


LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 





CHAPITRE PREMIER. 


THÉORIE DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 


Des fonctions symétriques. 


170. Lorsqu'une fonction de plusieurs quantités ne 
‘change pas quand on échange entre elles, de toutes les 
manières possibles, les quantités qu’elle renferme, cette 
fonction est dite symétrique. Nous ne nous occuperons 
ici que des fonctions symétriques rationnelles. 

Les coefficients d’une équation algébrique sont des 
fonctions symétriques des racines de cette équation; ce 
sont même les fonctions symétriques les plus simples, 
en ce sens que chaque racine n’y figure qu’au premier 
degré. S'il s’agit, en effet, de l'équation 


a + pari pat Es, pm AE + Pm = 0, 


et que a, b,c,..., k, [ désignent les m racines, on sait 
que l’on a 


a+b+Hc+H.. HAL I — p,, 
ab+ac+...+ Kl—p, 
ADOBE pe 


Nous allons montrer comment on peut trouver l’ex- 
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pression d’une fonction symétrique et rationnelle quel- 
conque des racines d’une équation, et cette recherche 
nous conduira à ce théorème important : 


Toute fonction rationnelle et symétrique des racines 
d’une équation peut s'exprimer rationnellement par les 
coefficients de cette équation. 


Examinons d’abord à quoi peut se réduire la recherche 
de la fonction rationnelle et symétrique la plus générale. 
Toute fonction rationnelle non entière est le quotient de 
deux fonctions entières, en sorte qu'il n’y a lieu de s’oc- 
cuper que des fonctions symétriques entières. En outre, 
toute fonction symétrique entière non homogène est 
la somme de plusieurs fonctions symétriques homo- 
gènes; tout est donc ramené à établir des règles pour 
calculer les fonctions symétriques rationnelles entières et 
homogènes; enfin, une pareille fonction symétrique en- 
tière et homogène peut contenir des termes où les expo- 
sants des lettres, tout en ayant la même somme, ne 
soient pas égaux chacun à chacun : dans ce cas, la fonc- 
ton est la somme de deux ou d’un plus grand nombre de 
fonctions symétriques de même degré, mais différentes, 
et que nous calculerons séparément. De tout cela il ré- 
sulte que nous pouvons nous borner à considérer les 
fonctions symétriques rationnelles, entières et homo- 
gènes, telles que les exposants deslettres soient les mêmes 
dans deux termes quelconques; toute fonction de cette 
espèce sera définie si l’on donne un seul de ses termes, 
ainsi que toutes les lettres qui entrent dans sa compo- 
sition. Cela posé, nous appellerons fonction symétrique 
simple ou du premier ordre une fonction symétrique 
rationnelle, entière et homogène, dont chaque termene 
contient qu’une seule lettre; fonction symétrique double 
ou du deuxième ordre celle dont chaque terme renferme 
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deux lettres, et ainsi de suite. Les fonctions symétriques 
simples de plusieurs quantitésnesontautre chose, comme 
on le voit, que les sommes des puissances semblables de 
ces quantités. 


Formules de Newton pour le calcul des sommes de 
puissances semblables des racines d’une équation. 


171. Soit l'équation 
AU par par , Ep al + Pm= 0; 
que nous représenterons aussi, pour abréger, par 
PQ" 0 
et dont nous désignerons par a, b, c,..., k, [les m ra- 
cines. Soit, en outre, X’ la dérivée de la fonction X ; on 
aura 


+ 


X'= mat (m—1) pr +. + 2pn et + Pi 
On a aussi, par un théorème connu (n° 49 
» P : 


x X X 
x + te 


Eee DE Fi roc A 0 
x— a x — b 





ET 


et l’on trouve, par la division, 








X — ani a at? 0? ms à, ant FE ami 
FT 4 À 
+P1 pa + pd? Pia 0 
Pa | pad pan 
—+pP3 EME AR EE 
Pm—-24 
+ Pm—1° 


Si, dans cette dernière équation, on remplace a succes- 
sivement par chacune des autres racines, et qu’on fasse 
généralement 


Sn—= at + bRE cr, + Am HI, 
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On aura, en ajoutant tous les résultats, la valeur sui- 
vante de X, 





X' = MR RS EMA 9 ges D UN RME EEE 
+ MP: Fois: Tr Pas NAME e 
+ MP9 TT Pass | T PaSm—s 
mp3 | ri Er .- 
mi Pm—2$1 
Li MP m—1* 


La comparaison de cette valeur de X’ avec celle écrite 
P 
plus haut fournit les relations suivantes : 


Site Paie 0, 
Sa + Pi Si + 2 Pa — O, 
(1) { S3+ Pise + Pas + 3p3— 0, 


Sms tr PaSm=e + Pa Sms eee Pme SE (ME) Pi = 0. 


La première de ces formules fait connaître s, ou la 
somme des racines, la deuxième fait connaître s, ou la 
somme des carrés des racines, et ainsi de suite, jusqu’à 
la dernière qui fait connaître s»_,. On trouve de cette 
manière 


HER Pi 

Si = Pi 2P 

$3—=— Pi + 3P1P1— 3Ps» 

s,=Pi—{ÂPiP:+ 4 PiPs+2Pi —4ps; 
S$8—=—pPi+SpPiPa—SpPiPs— (Pi —Pi)P1 + 5(P:P3—P5); 


Voicimaintenantcomment on peutobtenir les sommes 
de puissances semblables, dont le degré surpasse m—1, 
et celles dont le degré est négatif. Soit zun nombre en- 
tier positif nul ou négatif, et multiplions l'équation pro- 
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posée par x’; elle deviendra 
am+R Ep, an+n-1 + par tn—2 + Pt an+1 + Pr xt — ©. 


Remplaçons successivement x par chacune des racines 
a, b, C,..., et ajoutons tous les résultats : on aura 


Sm+n + Pi Sm+n—1 + pe Sm+n—2 + DE + Pm—1 Sn+1 +Pm Sn — O. 


En donnant à » les valeurs o, 1, 2,..., et observant 
que $ — mn, on obtüent les relations suivantes : 


Sm + pi Sm—1 + P2Sme tr. +. + Pm1 817 MP m —— O, 
(2) Sm+1 7 P1Sm “EPaSm1t TE Pm1$2 + PmS$i — 0; 
Sm+2 + P1S$m+#17 P2$m ARS + Pm—1 83 Pm Sa re Os 


Érudit eNe NS Fear. dns ealtialae à em. e.vlete 206 2,10 STehe de, 


Les sommess ,,59, ..., Sm_1 étant connues par les for- 
mules (1), la première des formules {2) déterminera s», 
la deuxième 5h41, et ainsi de suite. 

Ilimporte de remarquer que les valeurs des sommess,, 


S2, .. ne contiennent dans leur expression aucun dé- 
nominateur, etque siles coefficients p,, ps, .. sont des 
nombres entiers, les sommes $,, 5», ... sont aussi des 


nombres entiers. 

Réciproquement, si l’on connaît m7 sommes de puis- 
sances semblables, par exemple s,, 55, ...,$m», On pourra 
déterminer les coefficients p,, p2, .… à l’aide des for- 
mules (1)et(2), qui ont été données, pour la première 
fois, par Newton. 

Pour calculer les sommes de puissances semblables 
des racines à exposants négatifs, il suffit de donner au 
nombre 7, que nous avons introduit, les valeurs succes- 
SIVES —1, —2, —3,...; mais, à l'égard de ces sommes 
de puissances négatives, le moyen le plus aisé de les 


, ; I ! , 
trouver consiste à changer x en — dans l'équation pro- 
de ‘3 


posée, et à calculer ensuite les sommes de puissances 
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semblables à exposants positifs des racines de l’équation 
transformée. 

On peut remarquer qu’en appliquant les formules (1) 
et (2) au cas de l’équation binôme x"—1—0, on re- 
trouve immédiatement les résultats que nous avons ob- 
tenus au n° 106 par une voie différente. 


Usage de la division algébrique pour le méme objet. 


172. On peut employer, pour calculer les sommes des 
puissances semblables des racines d’une équation, une 
autre méthode qui n’exige qu'une simple division algé- 
brique. Soit toujours 
A0 
une équation ayant pour racines a, b,c,..., k, [. Si X! 
représente la dérivée de X, on a, comme précédemment, 
x I I I 
= ÉRUA AR dy Le nt 


X LE Des D FRA 











} I ; A4 
La fonction —— est développable en une série con- 
TX — A 


vergente ordonnée suivantles puissances négalives et dé- 
croissantes de x, pour toutes les valeurs de x dont le mo- 
dule est supérieur au module de a; on trouve, par la 
division, 
I I a a? 
ET CUT 2 "Tr 
Een À PA F4 + 


donc, en remplaçant successivement à par chacune des 
autres racines, et ajoutant ensemble tous les résultats, 


on aura 
DONNE NE CUT 
M at en 
ou 
EX Si Se 


NE bn te Ets os 
æ e 
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Pour le calcul numérique, il sera plus commode d’é- 


. r . ul 
viter les exposants négatifs: on changera alors x en -, 
Z 


! 


: x X Z 
et la fraction — prendra la forme _ Z et Z étant des 


fonctions entières de z; on aura 


Z: Lu Ce 2 7e 
7 so} 4 (2 Lg 127 Si S9 3 CCE | 
et l’on obtiendra toutes les sommes 5,, 5e, ..., par la 


division des polynômes Z, et Z que l’on ordonnera sui- 
vant les puissances croissantes de z. 

On peut trouver de la même manière les sommes s5_,, 
S_», .., des puissances semblables à exposants néga- 


üufs. Effectivement, la fonction 





est développable 


en série convergente ordonnée suivant les puissances 
croissantes de x, pour toutes les valeurs de x dont le 
module est inférieur au module a, et l’on trouve, par la 
division, 
I " , æ ju 2? . 

T—a OR NO BOITE UN, pe 
donc, en remplaçant successivement & par chacune des 
autres racines et en ajoutant les résultats, on aura 

nv 

© Sy +SoX + S_ 3? + .... 

+ 1 2 3 
On obtiendra donc les sommes $_,, S5_», ..., en ordon- 
nant les polynômes —X' et X suivant les puissances 
croissantes de x et en effectuant ensuite la division du 
premier polynôme par le second. 
Le principalavantage de cette seconde méthode, fondée 

sur la division algébrique, consiste en ce que l’on peut 
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en déduire facilement, comme on le verra plus loin, 
l'expression générale de s, ou de s_, en fonction des coef- 
ficients de l’équation proposée. Les formules de Newton 
ne conduiraient que péniblement au même résultat. 


Détermination des fonctions symétriques doubles, 
triples, etc., des racines d’une équation. 


473. Les formules établies au n° 171 permettent de 
calculer successivement les fonctions symétriques dou- 
bles, triples, etc., des racines d’une équation. 

Soient a, b, c, ..., k, l les m racines d’une équation 


Ne 0 
de degré m, et considérons une fonction symétrique 


double, dont un terme soit a*bf; la fonction dont il s’a- 
git étant déterminée quand on en connaît un terme, nous 


la représenterons, pour abréger, par Ÿ a“ b$, et nous 


continuerons de désigner par s, la somme des puissances 
aièmes de toutes les racines. 

Cela posé, si l’on multiplie entre elles les deux som- 
mes $, et 5, on obtiendra un produit qui sera évidem- 


ment la somme des deux quantités 5,,6 et Ÿ at : on 


a donc 
(1) Set Sa Se — Sate 


On voit que toute fonction double > a“ b$ est expri- 


mable, sous forme rationnelle et entière, par les coeffi- 
cients de l'équation proposée, puisque 5,, s et 5,6 le 
sont; en outre, si les coefficients de l’équation sont des 


nombres entiers, Ÿ a* b$ sera aussi un nombre entier. 
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La formule (1) n’a plus lieu quand 6 — «; on voit, en 
effet, que si 6 devient égal à &, les termes de D a" b° 
seront égaux deux à deux, en sorte que cette quantité 


se réduira à 2 D a* b*; on a donc 


(2) Y'a be LE f(sa)— sal. 


En remplaçant 5, et s,, par leurs valeurs, on ob- 


tiendra une expression de Ÿ a*b® qui ne contiendra plus 
Lcd 


le dénominateur 2. Cette proposition n’est pas évidente; 
mais nous ne nous arrêterons pas 1c1 à l’établir, parce 
qu’elle résultera, comme on le verra plus bas, des mé- 
thodes proposées par Waring et par Cauchy, pour la 
détermination des fonctions symétriques des racines 
d’une équation. 

Une fonction symétrique triple, qui renferme le terme 


a b$c, pourra être représentée par Ÿ 40° C1. 91 lon 


multiplie la fonction double Ÿ a*bf par s,, on trouvera 


pour produit 


Ÿ ab wat DXALE D (1 Det: 
on a donc 
Ÿ abc y a* 5 — Ÿ ax: b5 — Ÿ a DIE 
| 


Cette formule fait connaître la fonction triple N a“ b$ct, 


car le second membre ne contient que des fonctions dou- 
bles que l’on sait calculer. Si l’on veut avoir l'expression 
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de la fonction triple, au moyen des sommes de puissances 
semblables, il suffira de remplacer les fonctions doubles 
par leurs valeurs connues; on trouvera ainsi 


( 3) ; ; a bect = Sa ses, es Sa+6$ EE Se+yS6 —— S6+y Sa + 2 Su6-+yr 


et l’on voit que les fonctions triples s’exprimeront comme 
les fonctions simples et doubles, sous forme rationnelle 
et entière, par les coefficients de l'équation proposée. 
La formule (3) ne subsiste pas, si deux des exposants 
ou tous les trois deviennent égaux entre eux; mais on 
peut en déduire aisément les valeurs des deux fonctions 


Ÿ etra et Das bre, 


On voit, en effet, que si 6 devient égal à «, ÿ abc 
se réduit à 2 Ÿ a*b®ct et à 2.3 D a b®c", si en même 
temps y devient égal à «; on a donc 
(4) Ÿ arbre = (Sa Sy — Sa 57 — 2544 Sa + 25304) 

el 


(5) De 


En suivant la même marche, on calculera successive- 


(Sa — 3520 Sa + 253a). 


OÙ m 


ment les fonctions du quatrième ordre, puis celles du 
cinquième, et ainsi de suite. Il est presque superflu d’a- 
jouter que, quand on aura calculé, en général, l'expression 
d’une fonction symétrique entière et homogène du niè"e 
ordre, six exposants deviennent égaux entre eux, il fau - 
dra diviser par 1.2.3...u la valeur qu’on aura trouvée. 
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On voit par là que toute fonction symétrique entière 
et homogène des racines d’une équation peut s'exprimer 
rationnellement par les coefficients de cette équation, et 
que la même chose a lieu, d’après les remarques faites 
précédemment, pour une fonction rationnelle et symé- 
trique quelconque. 


Méthode de Waring pour calculer une fonction 
symétrique rationnelle et entière des racines d’une 
équation. 


174. Waring a indiqué, dans ses Meditationes alge- 
braicæ (1), une méthode par laquelle on peut former 
directement l'expression d’une fonction symétrique et 
entière quelconque des racines d’uneéquation enfonction 
des coefficients de cette équation. Nous allons faire con- 
naître ici cette méthode, qui, dans un très-grand nombre 
de circonstances, devra être préférée à celle que nous 
venons d'exposer. 

Soit l’équation 


x + Pi a 1 Hp en re on + Pm1® LP SO 
dont les mm racines sont 
NO EURE UE AE fe 


et supposons qu'il s'agisse de trouver la valeur d’une 
fonction symétrique et entière V de ces racines. 

Pour plus de clarté, 1l convient d'imaginer que l’on ait 
ordonné la fonction V de la manière que nous allons in- 
diquer. Désignons par « l’exposant de la plus haute puis- 
sance à laquelle se trouve élevée chaque racine, et, en 


(*) Editio tertia, p. 13. 
S. — Alg. sup., I. 25 
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particulier, .a racine a dans V ; par 6 l’exposant de la plus 
haute puissance à laquelle se trouve élevée la racine à 
dans la partie de V qui contient le facteur a“; par y l’ex- 
posant de la plus haute puissance à laquelle se trouve 
élevée c dans la partie de V qui renferme le facteur a° b*: 
et ainsi de suite, en sorte que À désignera finalement l’ex- 
posant de la plus haute puissance de { dans la partie de V 
qui contient le facteur a*b%ct...k*. D'après cela, la fonc- 
uon V contiendra un terme de la forme 


A'QT D CI RONAIE 


auquel nous assignerons le premier rang; À est une 
constante donnée; il se peut que quelques-uns des ex- 


posants 
rt GA ete PR 


soient nuls ; en outre, chacun de ces exposants peut être 
égal, mais non supérieur au précédent. Je dis, par exem- 
ple, qu'on ne peut avoir y > 6; en effet, la fonction 
symétrique V qui renferme le terme Aa*bfc... kl 
contient aussi le terme Aa“b'cf...A*l, qui se déduit 
du premier en permutant les lettres b et c; or, si l’on 
avait y >> 6, 0° ne serait pas, comme nous l'avons sup- 
posé, la plus haute puissance de à contenue dans la parte 
de V qui renferme le facteur a*; donc on a nécessaire- 
ment y<76 ou y— 6. Ce raisonnement s'applique évi- 
demment aux autres exposants. 

Le premier terme de la fonction V ayant été fixé 
comme il vient d’être dit, nous appliquerons la même 
règle à la détermination du rang de chacun des autres 
termes, et nous écrirons 


V— Aabôct,... A+... 


SECTION II. — CHAPITRE I. 387 


Cela posé, on a 


(—)n=T 


S1 l’on élève ces égalités aux puissances 

œ—6, 6—7, ,.., %x— 7, À 
respectivement, qu’on en fasse ensuite le produit et 
qu'on multiplie enfin de part et d'autre par À, le premier 
membre de légalité résultante sera 


__p\at+6+y+.. sn La—6 ,6—7 4—X pi 
A EN D Us, Di Dee 


Nous le représenterons, pour abréger, par P; quant au 
second membre, ilsera une fonction symétrique des lettres 
a, b,c,...,k, l, et, si nous l’ordonnons de la même 
manière que V, il est évident que son premier terme sera 
A abc... k*l}; on aura ainsi 


re MAT CAR ad LE PES 
En retranchant la seconde des fonctions symétriques V 
et P de la première, on obtient une nouvelle fonction 
symétrique V;,, telle que 
V Fr P — V;. 
Si l’on opère sur V, comme on a opéré sur V, on ob- 


tiendra une troisième fonction symétrique V>, telle que 


Vi Pi Vi; 
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P, désigne une quantité analogue à P, et qui est, comme 
celle-ci, le produit d’une constante par diverses puis- 
sances des coefficients p,, Pa, + .., Pme 

En poursuivant ces opérations, on voit qu’on obtiendra 
une suite de fonctions symétriques 


ve V:, Va, CHE Vs: Vs 


telles que 
V —P — V,, 
Vis Pi = Ve, 
Vo — Pr Vs, 
PE OT À 
Vans PR Ni 
Vos — Pons — Vy; 
chacune des quantités P, P,, ..., P, est le produit d’une 
constante par diverses puissances des coefficients p,, 
Pas +. Pm. En outre, si l’on imagine une fonction 
entière U formée des premiers termes des fonctions V, 
V,,..…., V, et ordonnée de la même manière que ces fonc- 


üons, ilest évident, d’après le procédé que nous avons 
suivi, que le premier terme de l’une quelconque des fonc- 
tions V,, V°,..., V, occupera, dans U, un rang supérieur 
au rang du premier terme de la fonction précédente. Or 
le nombre des termes susceptibles d'occuper, dans U, 
un rang supérieur à celui d’un terme donné est nécessai- 
rement limité; donc, dans la recherche des fonctions V,, 
V:,..., on finira toujours par arriver à une constante, et 
alors l’opération sera terminée. Supposons, d’après 
cela, que V, se réduise à une constante; il viendra, en 
ajoutant les égalités précédentes, 


VERRE PP te Pit 


formule qui fera connaître l’expression de la fonction 
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symétrique proposée V en fonction des coefficients p,, 


Pa» ++. Pme 
On peut conclure de là que toute fonction entière et 


symétrique V des racines d’une équation est exprimable 
rationnellement par les coefficients de l’équation, pro- 
position que nous avons déjà établie (n° 173); mais on 
voit, en outre, que si les coefficients de l’équation sont 
des nombres entiers, ainsi que ceux qui multiplient les 
différents termes de V, la valeur de cette fonction V 
sera également un nombre enter. 


175. Exewrze I. — Æ£tant donnée l'équation 
an + P: x7—1 + Do am—2 ART Eu à PmiT + Pm os 4 À 


dont a, b, c,d,e,f,...,Kk, l sont les racines, on de- 
mande la valeur de la fonction symétrique 


Vic Ÿ & b?c. 
Posons, conformément à la théorie précédente, 
P—= à de ab. Ÿ abe 5 
PrP2:P3 Ÿ 
nt b?c —- 5 Ÿ « bcd —- SY « b? c? + BV as b?cd 
+ 22 bcde -+- 6o Ÿ abcde. 


on aura 


BE V, = — 3 Ÿ a bed _ 3 Ÿ a b? c? —— BY «ed 
— 22 Ÿ «° bcde — Go Ÿ abedefs 
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faisons, en second lieu, 


P, =— 3pip, =—3 DA Ÿ abca 
à 

= — 5 Va'bod- GÙ a bted—27 Ÿ a? bcde — 90 Ÿ abcdef 
éasd éd 


on aura 


V,—P, =V, —=— DS > b?cd 
+ 5Y « bcde +- 30 Ÿ abedef; 


faisons, en troisième lieu, 


P,= — 3p; = —3 | Sas | 
—— Jare —6Ÿ arc — 1BŸ atbede — Go Ÿ « bcdef, 


on aura 
Vi PV 4 Ye b? cd + 23 Ÿ ce bcde + 90 Ÿ abedef: 


faisons, en quatrième lieu, 
PU Dit Ÿ a abcd 
fran 4 ab 


Re 4Ÿ « b? cd +- 16 Ÿ « bcde +- Go Ÿ avcdef, 


on aura 


Vi Piss Vire 1d « bcde -- 30 Ÿ abcdef 
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faisons, en cinquième lieu, 


JETTA TE 1 Ÿ a Ÿ abede — D bcde + 42 Ÿ abcdef. 


on aura 


V,—P,=V; =— 12 Ÿ abcdef 
si enfin on fait 


Ps,—=—12p; = — 12 Ÿ abcdef, 


on aura 


Ici l'opération est terminée et l’on a cette valeur de V, 
NV = PiP2Ps — 3Pi Ps — 3P3 + 4 Pa Pa + 7 Pa Ps — 12P6. 


176. Exewre Il. — Æiant donnée l'équation 
CPL EE Pat Re Pr PE Pm 0, 


dont a, b,c,...,k, l'sont les racines, on demande la 
valeur de la fonction symétrique 


dar. 4 dt EME ' 


a est Le nombre des racines qui entrent au carre dans 
chaque terme, et y le nombre de celles qui entrent à la 
première puissance. 


Désignons la fonction proposée par la notation F (y, v), 
et, plus généralement, représentons par F(u—7,v+2n) 
la fonction symétrique de même genre que la proposée 
et dans laquelle chaque terme contient p— 7 racines 
au carré et y + 27 racines à la première puissance. 
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Cela posé, on doit former, d’après notre théorie, les 
du + 1 égalités suivantes : 


VIT 
(— 1) Pape Fu v) + Pen F(p —1,v +2) 


AS CLOS RON AS Te 


(w+an)(s +an—1).{(s+n+i) 


110, ER ue y+ 27) +4 


boule :(r tm) 
1,:2...f. 





LOS DHL 


Ér 1)” Pa1 Prtutt —= F(r — I, Ex 2) 


ds à ON LE Lo fe ee ORSIER 





+- 


ER Caueus ER Latin à 


Fibe Jo NS 
1.2...(2—1) Chen ve 


(— 1)" Pu-nPururn = F(p—n,v+on) +... 
(v+ap)...(v+u+næ+r) 


1.2...(u— 7%) F(o,v+2p) 


(1) Papa F1, + 2p— 2) + 





(— pu F(o,»+2u), 


où la quantité p; doit être regardée comme nulle si l'in- 
dice z est supérieur à mn. 

Ajoutons toutes ces égalités après les avoir multipliées 
respectivement par les facteurs 


XL; l, de ...); eo 


1 


se REA 


fu 


et supposons ces facteurs choisis de manière que les 
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quantités 
F(u—1,+2), Fu — x v + 4), Ame F(o, v + 2) 
soient éliminées du résultat; 1l viendra 


F (pe, v) Sn re XPH + À Put Prius He 
Re Ân Po-n Py+u+n LES SON a Ày Pau: 


Nous allons maintenant chercher les valeurs des fac- 
teurs A4, À, ..., À. Les équations qui déterminent ces 
facteurs s’obtiennent en donnant à n les u valeurs r, 2 
3, -.., px dans la suivante : 





y + 27 MO RENE RL AE TU 
Àn + Pro A1 Qu: L “a | de 
Pb r)i marron) 
Re . 
Nr aa he hrs ri) 
Mes ere 7 
(v+2n)., br) 
OS MEET (2 Pris 


mais cette équation peut s’écrire d’une autre manière. 
Posons, pour abréger, 


, Re OL ME nn) 





ME 2p 7 2)p 
BE 
de n — bp (y on)(v+ 2n—1)..{s+ 27 —0p) 
F fo +on—op}ln RESTE D 
On aura 
SA AE A fr A 


I 


et généralement 


(y+ 2n)(v+onm—1)..(v on r+i 
- Lama D 0 + LME RMAMEUT) or M (RCE A +- À... 
ARIANE 
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D'après cela, notre équation devient, en remarquant que 
À, est nul, 


(y “17 0» LE se À; EE Ve Op À 
+ An o + 0m ons). 


En donnant successivement à 7 les valeurs 1, 2,3, ...,n, 
on obtient z équations, d’où l’on tire immédiatement 








li +0 = 0, A Et Pr 
12 + 0h — 0, Ant 8, À 10; 
ou 

M——(r+2) 

Je (y + 4)(v +) 

? lt (v + "RE. it 

ie ( Ré) “ 

(y + 4).3 


(»y + on)(v+n—:1) 
CET RENNES 





(y + DH 2 1 
En multipliant ces égalités membre à membre, 1l vient 


= (71) PC (+2) (y AU EU v-+27 





RUN ee: 
ce qui permet d'écrire immédiatement la valeur de la 
fonction symétrique cherchée F{u, v). 

Il faut remarquer que notre procédé est en défaut dans 
le cas de v — 0, mais la formule qui fait connaître À, ne 
cesse pas toutefois d’être exacte. Dans le cas dont 1l 
s’agit, les valeurs de 0, et de À, deviennent 


DRAP LUA Aer) (27 — 2)..:(2r2m#p)l 
CIE PE 1.2...p 9 





4 ? LA 4 
on voit que À, n'est pas nul, comme dans le cas géné- 
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ral, et qu'il est ici égal à A,_,. L’équation entre À}, 
Anis, À peut alors s’écrire ainsi : 
( m1 An ] as À; (Ant "a An) RAT 

+ An (do +l)+ A, (Qu -+- De O : 


? 


en remplaçant successivement 7 par 1, 2, ..., n, on ob- 
tient z équations, d’où l’on tire 


MO 0 AE leo LE 0.0 RC] Lo 


et, par suite, 
Ana: 


on a donc cette valeur de F{u, o), 


LE 
Fu, 0)= pa — 2Py1 Par + 2Pp-o Pure — +. 
IE ——— 
2 2P1 Pau1 + 2 Pan. 


Méthode de Cauchy. 


177. Cauchy a publié, dans ses anciens Exercices de 
Maihématiques (4° année, p. 103), une méthode nou- 
velle et fort élégante pour obtenir la valeur d’une fonc- 
üon symétrique et entière des racines d’une équation. 

, Cette méthode.consiste à éliminer successivement de 
l'expression de la fonction symétrique qu’on veut éva- 
luer chacune des racines de l'équation proposée; elle 
repose sur la proposition suivente : 

Soit V une fonction symétrique et entière des racines 
4 0,6, 041,1, L'd'une équation 


DO Di LE Pa is eo À À Pin == 0: 
que nous représenterons aussi, pour abréger, par 
NUE O0; 


et supposons qu'ayant éliminé de l’expression de V, par 
un moyen quelconque, toutes les racines excepté a, on 
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ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d’un 
polynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux 
puissances de &, que l’on ait, par exemple, 


A5 Ai, ... étant des quantités composées rationnelle- 
ment avec les coefficients de l’équation proposée; je dis 
que, si l’on divise cette expression de V par le polynôme 


a. 2% 
À — a? + P a” 1 + p° RENE + Pi a + Ps 


obtenu en remplaçant x par a dans X, le reste de la di- 
vision ne contiendra pas a, et sera précisément la va- 
leur de la fonction V. 

En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste 
de la division V par À, on aura V — AQ +R et, comme 
À est nul, 


VERS 
D'ailleurs, ce reste R est au plus du degré m-—1 en a; 
nous le représenterons par 


In —2 


m—1 _: } 
{o 4 TT ga Hess 9m 4 À m4; 


et l’on aura 


2 In—1 nm—2 _} 
V— go te ee Qm-2 4 Qi: 


Mais, V étant une fonction symétrique, on peut changer 
les lettres a et à l’une en l’autre, ainsi que a et c, ...: 
et comme, par ces changements, gs, g1, -.. conservent 
leurs valeurs, il s'ensuit que l'équation 


11 SC TETE “ EcE 
DORA TAC FO ma + (qe Na V) rot 


sera satisfaite en remplaçant x par l’une quelconque des 
m racines a, b,..., k, l; ce qui est impossible, à moins 
que les coefficients ne soient tous nuls, car cette équa- 


4 
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tion n’est que du degré m —1; on aura donc, en parti- 
culier, 


Im—1 — Y —=O 
ou 
V + in—1) 


comme nous l’avions annoncé. 

La démonstration précédente suppose que les m ra- 
cines @, b, c, ..., k, { sontinégales; mais les conclusions 
précédentes ne subsistent pas moins, si quelques-unes 
de ces racines sont égales entre elles. Nous emploie- 
rons, pour justfier cette assertion, un raisonnement 
dont on fait un fréquent usage en Analyse. 

S1 l’équation X — o a des racines égales, on considé- 
rera d’abord à sa place une équation X, — o, dont toutes 
les racines seront inégales, et qu’on obtiendra en faisant 
subir des modifications insensibles aux coefficients de X: 
par exemple, si l'équation X = o a trois racines égales à 
a, et que les autres racines soient différentes, on prendra 


Le polynôme X, ne diffère de X qu’en ce que deux des 
trois racines égales à a sont remplacées par a +—h et 
a + h : on voit aisément, sans qu’il soit nécessaire d’in- 
sister davantage, comment on devrait choisir le poly- 
nôme X,, si, outre les trois racines égales à a, l'équation 
proposée avait plusieurs racines égales à D, à ©, .... 
Cela posé, substituant l'équation X, = 0 à X=— 0 et 
conservant d’ailleurs les notations précédentes, on arri- 
vera à l’équation 
V nor Tm—1) 

et cette équation aura lieu, quelque petites que soient 
les quantités k, #’, ...; elle aura donc lieu aussi à la l- 
mite, quand on fera h = 0, h—0,.... 
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478. Voici maintenant la méthode donnée par Cau- 
chy, pour calculer la valeur d’une fonction symétrique 
etentière V des racines a, b, c, .…., 1, k, l de l'équation 


a 


RTE pie it par Le DER 


Divisons X par x — a, et désignons par X, le quo- 
tient; divisons de même X, par x —b, et désignons 
par X2 le quotient, puis X, par x — c, et soit X, le 
quotient, et continuons ainsi d'enlever de X tous les 
facteurs linéaires jusqu’à x — À inclusivement, en sorte 
que X»_, ne contiendra plus que le seul facteur x — ch 
Cela posé, considérons les m équations 


X 0, MX es O0 AE OR EX EE 


La première n’est autre que la proposée, et elle a pour ra- 
cines &, b, c, .…, k, l; la seconde a pour racines b, c, …, 
k, l, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière 
en fonction de a et des coefficients de la proposée; la troi- 
sième a pour racines €, ...,k, d, et ses coefficients sont 
exprimés sous forme entière en fonction de b et des coef- 
ficients de la précédente, c’est-à-dire en fonction de a, b 
et des coefficients de la proposée; et, en général, les coef- 
ficients de l’une quelconque de ces équations sont expri- 
més sous forme entière en fonction des coefficients de la 
proposée et des racines qui n’appartiennent pas à l’équa- 
üon que l’on considère. Désignons enfin par A la valeur 
de X pour x = a, par B la valeur de X, pour x—b, par 
C celle de X: pour x = c, et ainsi de suite, en sorte que 
Ï sera la valeur de X,,_: pour x — 1, K celle de X»_» 


pour x = k, et L celle de X,,_, pour x == /; on aura 
AO MTS Qu CE=O, 4. TE 0h CRE OR 


Cela posé, V est une fonction symétrique, non-seule- 
ment des racines de l'équation X — 0, mais aussi des 
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racines de l’une quelconque des équations 
X—o, X,—0, ..., Xys—0, X»m»—0, Xy-1=0. 


Nous allons faire voir comment, en s'appuyant sur cette 
remarque, on peut,. à l’aide du théorème fondamental 
démontré plus haut, éliminer successivement chaque 
racine de l’expression de V. 

D'abord l’équation L— 0, où / entre au premier de- 
gré, permet de chasser immédiatement / de l'expression 
de V. Considérant alors V comme fonction symétrique 
des deux racines k et / de l'équation X»_, — 0, dont 
l’une / est déjà éliminée, on l’ordonnera par rapport à 4, 
et on la divisera par K, conformément à ce qui a été dit 
plus haut; le reste de la division ne contiendra pas k et 
sera la valeur de V débarrassée des racines k et /. On 
considérera alors V comme fonction symétrique des trois 
racines £, k, {de l'équation X,,_; — 0, dont les deux der- 
nières n’entrent plus dans son expression, et, l'ayant or- 
donnée par rapport à z, on la divisera par. [ à l'effet 
d'éliminer 1; le reste de la division ne contiendra pas t 
et sera la valeur de V débarrassée des trois racines £, k, L. 
On continuera de la même manière, jusqu’à ce qu’on ait 
éliminé de V chacune des racines a, b,c,...,1,k, l; 
on aura alors la valeur de cette fonction exprimée par 
les coefficients de l’équation proposée. 

Il importe de remarquer que l’expression définitive 
de V s'obtient par de simples divisions, et que les pre- 
miers termes des polynômes A, B, C, ..., I, K, L, qui 
servent successivement de diviseurs, ont tous l'unité 
pour coefficient : par conséquent, ces divisions n'intro- 
duiront aucun dénominateur ; en sorte que, si l'expression 
primitive de V est entière, non-seulement par rapport 
aux racines @, b,c, ...,i, k, L, qui y entrent symétri- 
quement, mais encore par rapport aux coefficients p1; 
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Pes +++, qui peuvent eux-mêmes y figurer, l’expression 
définitive de V sera aussi entière par rapport à ces coef- 
ficients; enfin, si ces mêmes coefficients sont des nom- 
bres entiers, V sera pareillement un nombre entier. Ce 
résultat important, que nous n’avions pas établi complé- 
tement par notre première méthode, mais qui résulte 
immédiatement dela méthode de Waring, se déduit aussi, 
comme on voit, de la méthode de Cauchy. 


Application de la méthode de Cauchy à un exemple. 


179. Nous allons appliquer la méthode de Cauchy à 
la détermination du produit des carrés de toutes les 
différences des racines d’une équation donnée, prises 
deux à deux. Cet exemple suffira pour montrer com- 
ment on peut, par des artifices convenables, simplifier 
dans certains cas l'emploi de la méthode. 

Soient toujours @, b, c, ..., k, [les m racines de l’é- 
quation 
(1) Re 27 pie D RM DE De AL EDR U; 
soient aussi 

V=—(a—b}{(a—c}...{k—1}? 
et | 

Vi=(ô — cb — d}...(4— 1); 
V sera le produit des carrés des différences de racines de 
l'équation (1), prises deux à deux, et V, le produit des 
carrés des différences des racines de l’équation | 


ou 
(8 ami —- Pi am? —+ Po ant + ,.. + Pm—1 22:10 
+ a + Pia —- Pm—2 a 
+ LE LAS 
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Cela posé, on a 
V=Vi(a— b}(a—c}...(a— 4}{a— 71}. 


Mais le produit (a— b)(a—c)...(a—k){(a— T0) est 
égal (n° 49) à la valeur que prend la dérivée du poly- 
nôme X pour x — a, c'est-à-dire égal à 


mai + (m un À. )P1 éme CPE SE Pm—1; 
donc on aura 
VV, [mari LR (m Le 1) pari +... + Pi |?. 


D'après cela, si nous admettons qu'on sache former la 
valeur de la fonction V pour une équation de degré 
m—1,0on pourra également trouver la valeur de cette 
fonction pour une équation du degré mn. Effecuvement, 
par hypothèse, on sait exprimer la valeur de V, par les 
coefficients de l'équation (2), c’est-à-dire en fonction 
de a et des coefficients de la proposée; donc la fonction V 
pourra elle-même être mise sous la forme d’un polynôme 
ordonné par rapport aux puissances de a, et, en divisani 
ce polynôme par le premier membre de l'équation pro- 
posée, dans lequel on aura remplacé x par a, le reste 
de la division donnera la valeur cherchée de V. Or on 
sait calculer la fonction de V pour une équation du 
deuxième degré ; on pourra donc calculer cette fonction 
pour l'équation du troisième degré, puis pour celle du 
quatrième, et ainsi de suite. 


Cas de l'équation du troisième degré. — L'équation 
q 5 q 
proposée est 
a+ pr?+ qrx+r—=o, 

et l'on a 

V —={(a— b'{a es te #+ EP, 

W={b — c}?, 

V=Via— b}{a—c}; 

S.— Alg. sup., 1. 26 
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V, étant relatif à l'équation du deuxième degré, 


a +p|r+q—=o. 
—+ 4 —+ pa 
+ a 


On a immédiatement 
Vi=(p+a) —4{q + pa+ a?) = — 3a°— 2pa + (p®—4q); 


d’ailleurs 
(a— b\(a—c)=—3a + 2pa + q, 


par suite 


f 


(— 3a?— opa + p— 4q)(3a? + 2pa + q} 

at+4pt |&+Apt |a+4pg |a+p°g 

—72p1 rip 2 AO PUITS 
CR 


| 


—=—27a—SApa—27p 
— 54.q 








Divisant cette valeur de V par a°+ pa? + qa+r, on 
trouve pour quotient 


— 27 — 27 pa— 27qa +{(4p + 279r —18pq), 
et pour reste 
AT Te Mel AT TP dE APIs 


ce qui est précisément la valeur de V que nous cher- 
chons. On trouvera dans le Chapitre suivant une méthode 
plus expéditive pour résoudre la même question. 


Formation de l'équation de laquelle dépend une fonc - 
tion r'alionnelle et non symétrique des racines d une 
équation donnee. 


180. Soient a, b, c, ..…., k, [les m racines d'une équa- 
tion donnée X — 0, et 


Mas bi t;6.8) 
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une fonction rationnelle donnée de ces racines, ou de 
quelques-unes d’entre elles. La théorie des fonctions 
symétriques conduit à une méthode très-simple et très- 
élégante pour former l'équation dont V dépend. Nous 
allons développer ici cette méthode. 

Si la fonction V contient 7 des m racines, le plus grand 
nombre de valeurs qu’elle puisse prendre quand on 
échange les lettres a, D, c, ..., k, l les unes dans les 
autres, de toutes les manières possibles, sera évidem- 
ment égal au nombre des arrangements de #7 lettres 7 
à n, c'est-à-dire égal à 


mim—i(m—2)...{m—n+i1) 


Mais il peut arriver que le nombre des valeurs distinctes 
de V soit beaucoup moindre; nous désignerons par ce 
nombre de valeurs, et par 


TETE ET EE PS 


0 


les valeurs de V. L'équation en V sera alors 


(V—V,)(V—V:)...(V—V,)— 0 


ou 
Ve PB VELER VE... +P. ii V +P, — 0, 
en posant 
V, + V, +, . +Vi=— P;, 
V, V, + ss... —— P;, 
PO le A es A D Li 


Or les quantités P,, P,, ..., P, sont des fonctions sy- 
métriques des quantités V,, Va, ..., et, par suite, elles 
sont aussi des fonctions symétriques des racines @, b, 
c, ... de l’équation proposée; on pourra donc calculer 
les coefficients de l'équation en V par l’une des méthodes 
que nous avons exposées. 


30: 
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Nous avons admis comme évident que toute fonction 
symétrique des quantités V,, V2, ... est aussi une fonc- 
tion symétrique des racines &, b, c, .... Voici, au sur- 
plus, un moyen très-facile de le démontrer. 

Par hypothèse, les quantités 
(108 A EM ARE 


sont toutes distinctes, et ce sont les seules valeurs que V 
puisse avoir. Faisons subir aux lettres 


NN RTS NT PS 


une permutation quelconque, et supposons que V, se 
change en V', V, en V,, ...; les quantités 

(2) NV env 

devront toutes se trouver dans la série V,, V:, ..., puis- 
que cette dernière comprend toutes les valeurs de V; je 
dis, en outre, que tous les termes de la série (2) sont 
différents, et que, par suite, cette série coïncide avec la 
série (1): on ne peut avoir, par exemple, V' = V",, car 
Viet V, ne diflèrent de V' et V,, qu’en ce que les quan- 
tés dont ces fonctions dépendent y sont désignées par 
des lettres différentes, et l'égalité V' = V’, entraînerait, 
en conséquence, V,= V»:, ce qui est contre l'hypothèse. 
Il résulte de là que, si l’on fait subir aux lettres a, 
b, c, ... un changernent quelconque, les quantités V,, 
V2, ..., ne feront que s’échanger les unes dans les 
autres; par suite, une fonction symétrique de ces fonc- 
tions ne sera pas changée, et elle sera aussi symétrique 
relativement aux quantités a, b,c, ...,k, L. 

On peut, dans bien des cas, simplifier le calcul .de 
l'équation en V; on en verra un exemple dans la re- 
cherche de l'équation qui a pour racines les carrés des 
différences des racines d’une équation donnée, prises 
deux à deux. 
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Lquation aux carrés des différences. 


181. Soient toujours a, b, ce, ..., k, [ les m racines 
de l'équation X — o, et posons 


V—{(a—b}; 


4 mm) 


lPéquation en V sera du degr 11, qui est le 


nombre des combinaisons de m»2 lettres deux à deux, 
puisque la fonction V est symétrique par rapport aux 
deux lettres qu’elle contient. Soit 


Ve PV HP, Ve2+,,.—0o 


cette équation, dans laquelle les coefficients P,, P:, ... 
sont des fonctions symétriques des racines de l'équa- 
tion proposée. Les valeurs de P,, P,, ... seront données 
par les formules de Newton, si l’on connaît les sommes 
des puissances semblables S,, S:, ...,S, des racines de 
l'équation en V; tout est donc ramené à calculer ces 
dernières sommes en fonction des coefficients de l’équa- 
tion proposée, ou en fonction des sommes 54, 5, ... 
des puissances semblables de ses racines, puisque les 
sommes $;, 5, ... S'expriment par les coefficients, au 
moyen des formules de Newton. 

Voici le procédé indiqué par Lagrange pour calculer 
les sommes S,, S:, ... relatives à l'équation en V, au 
moyen des sommes $,,5, ... quise rapportent à l’équa- 
lion proposée. 

Posons 


p(x)=(x—a)?+(x —b}r+. ; + (æ—71}?"; 


si l’on donne à x successivement les valeurs a, b,c, .., 
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k, L, et que l’on ajoute tous les résultats, on aura 


ee mie, a 6 elerls ete ris tleotet ser se RS Om. 


Or le second membre de cette équation est évidemment 
égal à 25,; donc 

29, = o(a)+o(b)+...+ae(l). 
D'un autre côté, en développant les différents termes de 
(x), on trouve 
2n(27r—1) 


o (x) — 721 —9nax?!—1 a ss a x?1—2 Hu a Er + a?? 
he ad? — o nbx217—1 “Aya AV ARE 1) 2 y21—2 mors le AE b?2? 

12 ; 

. . . LL . . L . . L2 . L . . . . L2 . L2 . . % SuU 10 'd 6 (81 6 'o7 a "AND, EUR  S'CON 7 SC RTE 


4 27(27—1 
se æ?27 2 Re nlx°—! =. ) 
1.2 

où 
4 on(27—1) AA TE 
p(æx)=mat — 2ns;x" 1 + A RER 9 DIU NN 
1.2 
Remplaçant x successivement par a, b, ce, ..., l, et 
ajoutant tous les résultats, on aura la valeur suivante 


de g(a)+o(b) +...+ ({) ou de 28, : 


2n(2n—1) 
2 Sn = MS a» — QUES Sam + —— — —— $383y2 — + ee + Mon 
110 
Les termes à égale distance des extrêmes sont égaux 
dans le second membre; par suite, on a cette valeur 


dés}, 


2n(27r—1) 
Due SR ETS San tr 





1.2 
SA'ROL an(2n—1)...{r+1) 


[ — 7 : 


RL Trois 





S2San—2 — 








Sn Sn e 
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En donnant à » les valeurs successives 1, 2, 3,...,u, on 
connaîtra les sommes S,, S:, ..., S, dont on a besoin: 
on achèvera ensuite le calcul, comme nous l’avons indiqué 
précédemment. 


Cas de l’equation du troisième degré. — Prenons 
pour exemple l'équation du troisième degré 
a+ pX}+qgzx+r—0o 
et soit 


Vi + PV2+ QV +R == 0 


l'équation aux carrés des différences. 
On trouve 


$ — — D, 
PRET ME 
Sa D CT A4) 
83 —= — p# + 3pq — 3r, 


8, = p*— 4p?q + Apr+ 24}, 
Dep Spiq pr bp 5Sq7. 

Se —=p°— 6p'q + 6p°r + 9p*q®— 12pqr — 2qÿ+ 31°; 
puis 

Si O5 sp Ga, 

So — 35, — Às153 + 35? — 2p* — 12p?q + 18q?, 

S3 — 356 — Gs153 + 155,5, — 105 


= 2p$—18p*q—12pr+567p?q?+ D pqr—66q—81r?, 


et enfin 
P—=—$S;, ——2p? +063, 
S;, + ES. e : 9 
Q = =" — pt — 6p°q + 9g"; 
Sa + PS, S 3 2 
pren Pi se Q {por pq? —18pqr+4q +277. 


te) 


: On suivrait une marche toute semblable pour former 
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l’équation aux sommes deux à deux des racines d’une 
équation donnée. 


Sur la forme des fonctions rationnelles d’une ou de 
plusieurs racines d'une équation. 


182. La méthode générale dont nous venons de nous 
occuper s'applique avec le même succès, que V soit ou 
non une fonction entière des racines a, b, c, ...; mais 
on peut facilement démontrer qu’une fonction ration- 
nelle d’une ou de plusieurs racines d’une équation peut 
toujours, si elle n’est pas entière, être remplacée par une 
fonction entière équivalente. 

Nous commencerons par établir le théorème suivant, 
relatif aux fonctions rationnelles d’une seule racine 


Tuéonime. — Toute fonction rationnelle et non en- 
tièr'e d'une racine a d’une equation 


1) fle)=0 
de degré m est équivalente à une fonction entière d’un 
degré inférieur à nr. 


Soit, en effet, la fonction rationnelle ske où © et Ÿ 
ga)? 





désignent des fonctions entières ; on aura identiquement 


p(a) Le p(o)Y(cl...p(4) 
Ya) Y(a)y(é)...4(4) 
b, c,..., [désignant les autres racines de l'équation (1). 


Le dénominateur b(a) Y(b\...4(/) du second membre 


est une fonction symétrique et entière des racines de l’é- 








D 
Le 


quation (1), etilpeut en conséquence s'exprimer ration- 
nellement parles coefficients de cette équation. Pareille- 
ment le facteur &{b)d(c)...4(7) du numérateur est une 
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tonction symétrique et entière des racines de l'équation 


“AA 


on 4 À 


ro À) 


et on peut l’exprimer sous forme rationnelle et entière, 
en fonction des coefficients de cette équation, c’est-à-dire 
en fonction de a et des coefficients de l'équation (1). 
D'après cela, l'égalité (2) prendra la forme 





où O{a) désigne un polynôme entier et rationnel, par 
rapport à a. En effectuant le produit des polynômes o et 0, 
notre fraction deviendra 





ÿ(a) As Ait À, a+... A, a 
et je dis qu'on peut supposer le degré u inférieur à #7. En 
effet, de l’équation f (a) — o on peut tirer la valeur de a”? 
qui sera exprimée par un polynôme du degré 77—1; en 
multipliant par a cette valeur de a”, on aura a”Ÿ1, qui sera 
exprimée par un polynôme du degré mn, mais qu’on pourra 
abaisser au degré m2—1, en remplaçant a”? par la valeur 
trouvée précédemment. En continuant ainsi, on expri- 
mera chaque puissance de a, à partir de la mi°"°, par un 
polynôme du degré m—1,et, par suite, on pourra chas- 


pla) 


ser de l'expression de RES que nous avons trouvée toutes 
«& 


les puissances de 4 supérieures à la (m—1)"*"°. Mais on 
peut aussi opérer comme il suit: si est >> m, on divi- 
sera le polynôme A, + A,a+...parf(a), et en dési- 
gnant par Q le quotient, par &(a) le reste qui est de 
degré inférieur à m, on aura 


ia) 
ÿ(a) 





—A,+A,a+.. Peu (e) XQ—+z(a); 
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d’ailleurs f(a) étant nulle, on aura simplement 





phare 
Sa) nt 


où w désigne un polynôme de degré m—1 au plus. 


183. Quoique la démonstration précédente ne laisse 
rien à désirer sous le rapport de la rigueur et de la clarté, 
nous en présenterons une seconde qui aura l’avantage de 
nous fournir un procédé plus facile pour trouver la forme 
entière qui convient à une fonction fractionnaire donnée. 
p(a) 
y(a) 
de f(x) = 0. On peut supposer L{a) de degré inférieur 
à m; car, si le contraire avait lieu, on ferait disparaître 
de d(a) les puissances de a supérieures à la (72 — r}i°"e 


Soit toujours 





la fraction donnée, a étantune racine 


par l’un des procédés indiqués précédemment. 

Cela posé, opérons sur les polynômes f{(a) et Ÿ(a) 
comme s’il était question de trouver leur plus grand com- 
mun diviseur; on aura cette suite d'égalités 


f(a)= (a) Qi +R, 
ÿ(a)= RQ + R;, 
RRQ; +R;, 


Ris = hi Q> a à R; 





où R, ne contient plus la quantité a. Or, f(a) étant 
nul, on aura 

he 0; Ÿ (a), 

R; (1+—Q:Q@)v(a), 

Re (Qi + Qs +Q:QQ@)v(a), 


Il 


la dernière de ces égalités sera de la forme 


R, —0(a).Y(a), 
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/ , S . . 
(a) désignant un polynôme entier et rationnel par rap- 
port à a, et l’on en tire 








R, 
ÿ(a) % Da)? 
on a donc 
pla) __pla).0(g) 
ÿ(a) Ry 
p(a) 


Cette valeur de 





y (a) est entière par rapport à 4, puisque 
R, ne contient pas @, et, si elle renferme des puissances 
de a supérieures à la (m7—1)*°", on pourra les faire 
disparaître par le procédé que nous avons indiqué au 
n° 1482. 

A la vérité, cette méthode semble en défaut dans le cas 
où les polynômes d (x) et f(x) ont un diviseur commun; 
car, dans ce cas, la quantité désignée par R, est nulle, 
ainsi que 0(a) : mais alors on pourra enlever de f(x), 
par une simple division, tous les facteurs linéaires qui 
sont dans d{x),et parmi lesquels ne se trouve pasx — a, 
car autrement d(a) serait nul. En désignant par f(x) 
le résultat ainsi obtenu, a sera racine de fi(x) =o0, et 
le polynôme d(x) étant dès lors premier avec f(x), on 
pourra appliquer la méthode. 

Il résulte de ce qui précède que la fonction rationnelle 
la plus générale d’une racine d’une équation de degré m 
est une fonction entière du degré #— 1, renfermant par 
conséquent 77 coefficients arbitraires. 


Exemrze. — Toute fonction rationnelle d’une racine a 
de l'équation du troisième degré 


2 + pr? +qx Hire 0 
peut être mise sous la forme 


Aa Ca?" 
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mais 1l est souvent préférable de prendre une forme frac- 
tonnaire dans laquelle les deux termes soient linéaires, et 
cela est toujours possible; car, si l’on divise l’un par l’autre 
les polynômes a+ pa? + qa+r et Ca?+ Ba + A, 
dont le premier est nul, on aura un quotient et un 
reste du premier degré en a, d’où il résulte que la 
fonction À + Ba + Ca? peut être mise sous la forme 
Ma+N 
Ar 


184. EXTENSION AUX FONCTIONS RATIONNELLES DE PLU- 
SIEURS RACINES D'UNE ÉQUATION. — La méthode précédente 
a surtout l’avantage de pouvoir être appliquée aux fonc- 
uons rationnelles de plusieurs racines d’une équation. 
On a, en effet, ce théorème : 


Toute fonction rationnelle non entière de plusieurs 
racines d'une équation peut étre remplacée par une 
fonction entière des mêmes racines. 


Rien ne sera changé à nos raisonnements, si la fonc- 
(a) 


tion 


racines b, e, ... de l'équation f(x) —o, et cette fonc- 
tion pourra se mettre sous la forme A, +A;a—+..., 





> que nous avons considérée, renferme d’autres 


À et A, étant des fonctions rationnelles de racines parmi 
lesquelles ne se trouve pas a. À leur tour, on pourra 
rendre ces fonctions As, À,, ... entières par rapport à 
une autre racine b, puis par rapport à une troisième, et 
ainsi de suite. 


Methode d'élimination fondée sur la théorie des 
fonctions symétriques. 


185. Parmi les applications que l’on peut faire de la 
théorie des fonctions symétriques, on doitregarder comme 
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l’une des plus importantes la méthode d'élimination que 
nous allons exposer. 

Considérons deux équations, des degrés metn respec- 
livement, contenant deux ou un plus grand nombre de 
variables x, y, ... et entre lesquelles il s'agit d’élimi- 
ner y. Nous supposerons ces équations complètes, et leurs 
coefficients entièrement indéterminés, et, les ordonnant 
par rapport à y, nous les représenterons par 


Il 


(a) pr + pr" + paY"? SENTE + Pm1Y + Pr 
(2) DRE dir Eu PT RU Leo ny In 


0, 


Ï 


O. 


Les coefficients p4, Po, -.., ÿ1, ge, ... sont des fonc- 
tions entières de x, etc. 

Désignons par a, b, c,...,k, [les m racines de l’équa- 
tion (1); ces racines dépendent de x et des autres varia- 
bles, s'il y en a; en les substituant à y, dans le premier 
membre de l’équation (2), on aura les m résultats 


GP DATE Qi E Gr E Qn 
bn AT gb" 1 + Q» br—2 so. + CERAN ne Qn) 
(3) En + GOT + que HE QC + In 


MH qi I qu +... + qn il + Qn. 


Cela posé, si l’on forme le produit de tous ces résultats, et 
que l’on désigne par V ce produit, 1l est facile de voir que 
Ni 0 
sera l’équation finale résultant de l’élimination de y entre 
les deux équations proposées. En effet, l'équation finale 
qui résulte de l'élimination de y entre deux équations est 
simplement la condition nécessaire pour que ces deux 
équations aient une racine commune, et il est bien évi- 
dent que la condition nécessaire et suffisante pour que les 
équations (1) et (2) aient une racine commune est que 

l’un des résultats (3), ou leur produit V, soit nul. 
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D'ailleurs, V est une fonction symétrique etentière des 
racines de l’équation (1), qui contient, en outre, ration- 
nellement les coefficients de l'équation (2); on pourra 
donc exprimer cette fonction rationnellement par les 
coefficients des équations (r) et (2). 


186. La méthode précédente conduit facilement au 
théorème de Bezout, relatif au degré de l'équation finale. 

Nous supposerons, comme précédemment, que les deux 
équations (1) et (2), l’une du degré mn, l’autre du degré 7, 
soient complètes, et que leurs coefficients soient dans 
une complète indépendance. Alors les quantités p, et gs 
sont des fonctions entières du premier degré par rapport 
aux variables x, ... qui figurent dans les équations 
proposées; pareillement, pe, g+ sont du deuxième degré, 
et, en général, le degré des coefficients de y dans les 
équations (1) et (2) sera indiqué par leur indice. Cela 
posé, je dis que : 

Le degré de l’équation finale qui résulte de l’élimina- 
tion d’une variable y, entre deux équations complètes 
dont les coefficients sont indéterminés et indépendants 
les uns des autres, est précisément égal au produit des 
degrés des deux équations. 


Considérons, en effet, un terme quelconque du pro- 
duit des expressions (3), par exemple 


: 26 : 
In—2In—e Reg D ET : 


ce terme se trouvera dans V, ainsi que la fonction symé- 
trique dont 1l fait partie. V est donc la somme d’expres- 
sions de la forme 


AO DAER TES qu RER LS 


en observant qu'il faut remplacer g,_, parti, sia—n, 
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et de même pour les autres. Or, d’après ce qui a été dit 
plus haut, le facteur g,_,q, 6. In est du degré 
(2—a)+(n—6)+...+(n—) OUINn—(a+Eét... + À) 
par rapport aux variables x, .,.: si donc nous faisons 


voir que le second facteur Ÿ a bte slrestsspar rapport 
; dd £ 


à ces mêmes variables x, ..., du degréa+6+...+1, 
il s'ensuivra que le terme de V que nous considérons est 
du degré mn, et que V est lui-même de ce degré. Les 
coefficients p,, p:, ... de l'équation (r) étant, par rap- 
port à x, ..., d’un degré égal à leur indice, il en sera de 
même des sommes de puissances semblables s,, 5, ... 
de ses racines; cela résulte immédiatement des formules 
de Newton. Ainsi le degré d’une fonction symétrique 
simple telle que 5, est le même, soit que l’on considère 5, 
comme fonction de a, b, ..., soit qu'on la considère 


comme fonction de x, .... Enfin, dal. US peut 


s'exprimer en fonction des sommes 5, par une formule 
enuère qui est du degré à +6+...+ 2 par rapport 
aux racines &, b, ..., et qui est, par conséquent, aussi 
du même degré par rapport à x, .... Le théorème est 
donc démontré. 

Nous avons admis comme évident que les termes de 
degré mn, qui se trouvent dans V, ne peuventse détruire, 
tant qu’on laisse indéterminés les coefficients des équa- 
ons (1)et(2). On peut, au surplus, mettre ce fait hors 
de doute en se référant, comme nous l'avons fait au 
n°71, au cas particulier de deux équations dont les pre- 
miers membres sont décomposables en facteurs linéaires. 


187. Si les coefficients des équations (1)et(2)ontdes 
valeurs déterminées, on pourra toujours'leur appliquer 
le raisonnement du n° 185, pourvu que ces équations 
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contiennent la plus haute puissance de l’inconnue qu’on 
élimine. On est ainsi conduit à la proposition suivante, 
qui est générale : 


Le degré de l'équation finale résultant de l’élimina- 
tion d'une inconnue entre deux équations qui en con- 
tiennent plusieurs est au plus égal au produit des de- 
grés de ces équations. 


Ce dernier théorème subsiste lors même que les équa- 
lions proposées manquent de la plus haute puissance de 
l’inconnue qu’on élimine. 

Soient, en effet, deux équations entre deux variables x 
et y, ayant respectivement m et z pour degrés et man- 
quant du terme le plus élevé en y. En considérant x et y 
comme des coordonnées rectilignes, ces deux équations 
appartiendront à deux courbes, et le degré de l'équation 
finale résultant de l'élimination de y sera égal au nombre 
des points d'intersection réels ou imaginaires de ces 
courbes. Par conséquent, ce nombre ne changera évi- 
demment pas, si l’on rapporte les deux courbes à d’au- 
tres axes de coordonnées ; mais alors les nouvelles équa- 
tions de ces deux courbes se déduisent des anciennes, en 
remplaçant x et y par des fonctions linéaires a x + by, 
a'x + b'y, et elles contiendront évidemment, l’une un 
terme en y”, l'autre un terme en y”, à cause de l’indé- 
termination de b et de b’; le degré de l’équation finale 
en x résultant de l’élimination de y entre ces nouvelles 
équations sera donc au plus égal à mn : par suite, le 
nombre des points d’intersection des deux courbes ne 
pourra surpasser 777, et ilen sera de même du degré de 
l'équation finale qui résulterait de l'élimination de y 
entre les deux proposées. 

La même démonstration s'applique au cas où les deux 
équations proposées contiennent, outre x et y, d’autres 
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variables uw, z, .... En effet, si l’on pose 


a — o a —— cp 
ENS ÉNET re AR TS + 


etque l’on considère #,k", ...,comme des paramètres, le 
raisonnement précédent s’appliquera aux deux équations 
proposées qui ne renferment plus que x et y. Par où l’on 
voit que l’équation finale en x, z, u, ..., résultant de 
l'élimination de y, sera au plus du degré mn, si l’on y 
remplace z, u, ..., par kx, K'x,..., et cela, quels que 
soient k, #, .,.; mais cette substitution ne change évi- 
demment pas son degré, lequel ne pourra donc, en aucun 
Cas, surpasser 7772. 

On verra plus loin qu’on peut fixer avec précision, 
dans chaque cas particulier, le degré de l'équation finale 
qui résulte de l'élimination d’une inconnue entre deux 
équations données. 


188. Quand on opère l'élimination dans le but d’ob- 
tenir les systèmes de solutions de deux équations à deux 
inconnues, 1l faut déterminer en outre les valeurs de l’in- 
connue éliminée, quirépondent à chaque racine de l’équa- 
tion finale; on a vu au n° 73 comment on doit diriger le 
calcul pour remplir cet objet. Au reste, comme l'équation 
finale en x exprime que les équations proposées ont une 
racine commune y, on peut déterminer celle-ci par le pro- 
cédé suivant, qu'Abel a fait connaître dans le tome XVII 
des Ænnales de Mathématiques de Gergonne. 

Soient les deux équations 





(1) FO) = HP par + EpmaI +Pm= 0: 

(2) E(r)=r + gt + qui + + qniT + Qn 0: 

qui ont une racine commune y,, mais qui n’ont que cette 

seule racine commune, et proposons-nous de la calculer. 

Désignons par y1, Y», ..., ynles n racines de l’équa- 
S., Alg. sup. — I. 27 
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uon (2), et portons-les dans le premier membre de l’é- 
quation (1) f(y); on aura ces n résultats 


(ri), F(T2); F(Ts) “+. LUNA ES 


dont le premier est nul. Faisons ensuite les produits 
n—1à 7 —1 de ces z quantités, et désignons générale- 
ment par R, celui de ces produits qui ne contient pas le 
facteur f(y,); les quantités 


R;, R;; R;, pes R, 


seront toutes nulles, à l’exception de la première. Ces 
quantités sont exprimables rationnellement, la première 
en fonction de y;, la seconde en fonction de y», ..., la 
dernière en fonction de y,; en effet, R, est une fonction 
symétrique des quantités Yi, Yo, :..;, Jr EXCepté Y,, 
c’est-à-dire une fonction symétrique des racines de l’é- 
quation 


14e ELA 
KR 
ou 
Er 0 LS Aer LUCE ITR ES 
d'u | + 9» 
| EAUX 


R, pourra donc s'exprimer sous forme rationnelle et en- 
tière en fonction de y, et des quantités connues qui en- 
trent dans les équations (1)et (2), de la manière suivante : 


Rips pi Te pa ee pRITE 


En outre, par l’un des procédés indiqués aux n° 182 et 
483, on pourra chasser de l’expression de R, toutes les 
puissances de y, supérieures à la (n — 1)", en sorte 
que la valeur de R, aura finalement cette forme 


(3) Rp PiTe pa Te à de PRES 
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On voit que l’équation 
a arr Er ER NOT ve ANS TA Pa firi Po +0 


a les 7 — 1 racines ÿ2, Y3, ..., Yn; On a donc 





EE vise . ER n — Ses 
) Pn—1 
on a d’ailleurs 
Parle TI as In ET Th 


et, par la soustraction, on obtient la valeur demandée 
de y;, savoir 

Pn—2 

Pr—1 
On voit qu'il suffit pour ayoir y,, de calculer dans R, 
les coefficients de y%7"' et de y? 


pas 





LA pc 


Theorème de Lagrange sur les conditions nécessaires 
pour que deux équations aient plusieurs racines 
communes. 


489. C’est ici l’occasion de mentionner un beau théo- 
rème que Lagrange a démontré dans son célèbre Mémoire 
inséré parmi ceux de l’Académie de Berlin pour 1770 et 
1971, et qui est relatif aux conditions nécessaires pour 
que deux équations aient plusieurs racines communes. 

L'objet de ce théorème est de faire connaître les con- 
ditions pour que deux équations algébriques aient deux 
trois, etc. racines communes, quand on connaît la con- 
dition pour qu’elles en aient une. Voici en quoi il con- 
siste. 


Taéonème. — Si V = 0 exprime la condition pour 
que deux équations algébriques 
{1 ) A (æ) ce fe +)lis + px" + px"? bre + Pin) TH Pin — O0 , 
(ME rc) En EE ge a En 41 + QE 0 
A9, 
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aient une racine commune, V étant une fonction en- 
tière des coefficients pi, Pa, «+, Giro», et que l'on 
désigne par HEAQUE 1548 à Les dérivées d'ordre y et d’or- 
dre » du polynôme V, prises la première par rapport à 
Pm; et la deuxième par rapport à qn; les conditions ne- 
cessaires pour deux racines communes seront 

LÉ 0 NO RUES PA A 


[212 
ou bien 
VIS CAMÉRA 0E 
[PA 


pareillement, les conditions nécessaires pour trois racines 
commurnes sel'Ont 


V0, DV 0. MD M0; 


m 
ou bien 
V0 D, V=—o, DEV 


et ainsi de suite; en sorte qu'on formera les conditions 
nécessaires pour [4 racines communes, en Jo1gnant adie 
quation V — 0 nécessaire pour une seule racine com- 
mune les b—1 équations obtenues en égalant à zéro 
les p— 1 premières dérivées du polynôme V, prises par 
rapport au dernier terme de l’une des deux équations 
proposces. 


Telestl’énoncé que Lagrange a donné de son théorème, 
mais 1l est nécessaire d’ajouter quelques mots sur la ma- 
nière dont cet énoncé doit être entendu. Ainsi les équa- 
tions 


De CAN VE 0) D V0, 415% D ‘V—0o 


m mn 


expriment simplement les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que p racines de l'équation (2) satisfassent à 
l'équation (1), en sorte que si l’équation (a) a des racines 
égales, il sera possible de satisfaire aux u équations de 
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condition écrites plus haut, sans que les premiers mem- 
bres des équations (1} et (2) aient un diviseur commun 
du degré y, ce qui serait la condition nécessaire pour 
que les équations (1) et (2) eussent réellement y racines 
communes. Pareillement les équations 

DONNE 0 A NO) END EE 0 
expriment les conditions nécessaires pour que u racines 
de l’équation (1) satisfassent à l’équation (2), en sorte 
que si l'équation (1) a des racines multiples, on pourra 
satsfaire aux équations de condition précédentes, sans 
que les équations (1) et (2) aient réellement y racines 
communes. | 

Il faut remarquer, en outre, que le dernier terme p,, 
ou q,, par rapport auquel sont prises les dérivées de V, 
doit être considéré comme un paramètre indéterminé 
dont tous les autres coefficients sont indépendants. 

Cela posé, passons à la démonstration du théorème. 
Soient a, b, c,..., k, [les n racines de l’équation (2), 
et posons 


V—f(a)f(o)... f(4)f(); 


V est une fonction symétrique des racines de l’équa- 
ion (2), dans laquelle les coefficients sont des fonctions 
entières des coefficients de l'équation (1); on pourra 
donc l’exprimer par une fonction entière des coefficients 
des équations (1) et (2). 

Les racines a, b, c, ..., k, | étant indépendantes de 
P,» les quantités f(a), f(b), ..., f{l) sont des fonc- 
tions linéaires de p,, et leurs dérivées sont toutes égales 
à l’unité; donc D, V est égale à la somme des produits 


ME TAN — 1 des quantités 


fa), f(b), ..., #(4), F(): 
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L 





paretllement Le V est égale à a somme des pro- 
mn 


I L] F} 
duits 7 — 9 à m—92 des mêmes quantités et générale- 





I 
ment — - 
TS RE 4 


Di, V est égale à la somme de leurs pro- 
Ll 
duits im — 1 àm —i. 
Par conséquent, l'équation qui a pour racines les 
n quantités 


fa), F(b), ..., f(4), f(t) 








est 
Dirt Di V 
D AL AN mt d Com M res mr : X3 
1.2...(72 —1 HAUTE 
DAV AMAR PE à Ke 
ne 


Or, pour que p racines de l'équation (2) satisfassent à 
l'équation (1), il faut et 1l suffit que l’équation en X ait 
u racines nulles, c’est-à-dire que l’on ait 


VI 0! D,,,V— oo, DEN EE O IR SM DENT 


mt mt 


ce qui démontre le théorème énoncé. 

La démonstration qui précède est plus claire et plus 
précise que celle qui a été donnée par Lagrange. Il 
semble effectivement, au premier abord, par le raisonne- 
ment de l’auteur, qu'il soit permis, dans l'énoncé du 
theorème, de substituer aux dérivées de V, prises par 
rapport au dernier terme de l’une des équations propo- 
sées, les dérivées prises par rapport à un coefficient quel- 
conque, ou même par rapport à un paramètre dont un 
ou plusieurs de ces coefficients seraient fonctions. Mais 
il est aisé de voir qu’on obtiendrait de cette manière des 
équations de condilion trop générales. 

Par exemple, p,, ; étant le coefficient de x dans 


f(x), et tous les autres coefficients étant indépendants 
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de p,,_;, les équations 


V— 0; Pm—i RS 


peuvent avoir lieu, quoique les équations (1) et (2) 
n'aient qu'une seule racine commune. En effet, f{a), 


f(b),...,f{(L) sont des fonctions linéaires de p 


leurs dérivées par rapport à p,, ; ont respectivement 


RAR AT: 
Dit 


pour valeurs af, bi, ..., li; donc, à cause de 


MT lee MEL, 


on aura 
D, _V=af(b)...f(1)+ 6f(a)...f(i)+... 


Il est évident, d’après cela, que les équations de con- 
dition 


Vis 0: 0 


Pon—i 
seront vérifiées si chacune des équations proposées a 
une racine nulle. 
ExemPLze. — Appliquons le théorème de Lagrange 
aux deux équations 
LE par? + Pa® + Ps —O, 
LH QE + Ie = O0. 


En appelant a et b les racines de la seconde équation, 
on a 


V=(@+ pa + pa + ps)(6+ pb? + ps b + p;) 
= qi — 19:P1 (gi da — 2q3)Pa— (gi — 3q192)Ps + q2Pi 
— 1 42PaP2 + (9? —2q2)P1Ps + GaP3 — P2P3 + Ps» 
et 
D,,V=—gi+3qiq:+{(qi — 2Q2)P1 — GP: + 2Ps: 


La condition, pour que les équations proposées aient 
une racine commune, est V— 0; par suite les condi- 
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tions pour deux racines communes seront 
V0) D,,V ot 


En éliminant p, entre celles-ci, 1l vient 


(gi—4q2)(gi—qa— Pit} =o; 
cette dernière se décompose en deux autres. Si l'on prend 
qe ge 0. 
on exprimera que les deux racines de l'équation du se- 
cond degré sont égales entre elles, et ces racines satis- 


feront à l’équation du troisième degré, en vertu de la 
condition V = 0. Si l’on prend, au contraire 


Y'A L'an d à 7 1 being et À 
l'équation D,,V = 0 se réduit à 


4142 — 2P1 + P3 — 0. 


Les deux équations précédentes expriment les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour que la première des 
équations proposées soit divisible par la seconde. 


Methode de Tschirnaüs pour faire disparaitre autant 
de termes que l’on veut d’une équation. 


190. On peut rattacher à la théorie qui nous occupe 
la méthode élégante que Tschirnaüs a donnée dans les 
Actes de Leipsick pour 1683, et qui sert à faire dispa- 
raître d’une équation autant de termes que l’on veut. 
Cette méthode consiste à transformer l'équation propo- 
sée en une autre dont la racine soit une fonction ration- 
nelle de celle de la proposée, ou, si l’on veut, une fonc- 
tion entière de degré inférieur à celui de l'équation 
proposée, car C’est à cette forme (n° 182) que peut se 
ramener la fonction rationnelle la plus générale 


SECTION II. — CHAPITRE I. 425 
Soit 
(1) PA + pi æ—1 + pa x? Gore + Pt x + He 0 
une équation du degré m, et posons 
Po) y— a, Far ar +... +anazt it a,xrt, 


Go; Gi, -.., désignant des indéterminées, 7 un entier 
inférieur à 77. L'équation finale en y, qui résulte de l’éli- 
mination de x entre les équations (1) et (2), sera évi- 
demment du degré m, puisque y a autant de valeurs 
que x. Cette élimination peut se faire par les fonctions 
symétriques, de la manière suivante : en élevant l’équa- 
tion (2) aux différentes puissances 2, 3, ..., m,eten 
ayant soin de rabaisser les exposants de x au-dessous 
de m, à l’aide de l'équation (1), on obtiendra une suite 
d'équations de la forme 


DR Ne UE ES LE ve Ce SE ON 
| D OC he nie ee 60 « Ca CUT, 


(3) 


je À —- ki A —- Shiate is ets EE ECTS 


\ 


Do; b1, ... sont des fonctions homogènes et entières 
du deuxième degré des indéterminées &5, &1, ...; pa- 
reillement c,, c,, ... sont des fonctions homogènes et 
entières du troisième degré de &o, &,, ..., et ainsi de 
suite. Si, maintenant, 5, 5, ... désignent les sommes 
de puissances semblables de racines de l’équation (1); 
S1, So, -.., celles des puissances semblables des racines 
de l’équation en y, les équations (2) et (3) donneront 


4 S4 pa ma, + di: ——— A2S2 + So + a, Sn—1 + lnSns 


(4) S, 0 —+- bis, + EC PO RE TOR MT 


\ sr mi + k; $1 + ÉiSa Hi dabndlsge T7 fret Sm-—1* 
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Connaissant ainsi les sommes de puissances semblables 
des racines de l’équation en y, on pourra former cette 
équation. 

On peut y arriver encore de la manière suivante. On 
résoudra les équations (3) par rapport aux puissances 
xl, x?, ..., x", et l’on portera leurs valeurs dans l’é- 
quation (2). Ce procédé a l'avantage de donner la valeur 
de x exprimée rationnellement en y, en sorte qu'on 
connaîtra chaque racine de l’équation proposée, quand 
on aura résolu l'équation finale en y. 

Représentons par 


ÉRRE AE EE Pt de UP cie 22 PO mi PRE ASS EN PE 


cette équation en Y, OÙ ÿ1, 2 +.) Im SOnt fonctions 
entières des indéterminées &s, &i, ..., et qui exprime 
la condition pour que les équations (r) et (2) aient une 
racine commune. Je dis que de cette seule équation (5) 
on peut déduire la valeur de x qui correspond à chaque 
valeur de y, et même la valeur d’une puissance quel- 
conque de x. En effet, désignons par Ÿ ce que devient 
le second membre de la formule (2) quand on y remplace 
le coefficient a, par a, + h, et soit 


(6) Y7: ir QYTHQY "+... +0Q, Y+Q,—=o 


l'équation de laquelle dépend Y. Chaque coefficient Q,; 
est une fonction entière de a,+ h, et, si on l’ordonne 
suivant les puissances de }, on aura évidemment 


9 


1 OR 
Q= qi +hDe,qi+ Er D? 97 Rs 


2 


Da, q; De, » -.. représentant les dérivées successives 
du polynôme qg; par rapport à a,; on a d’ailleurs 


Y=7y + xt. 


Si l’on porte ces valeurs dans l’équation (6), celle-ci de- 
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viendra identique, quel que soit 2, quand on attribuera 
à x et à y leurs valeurs simultanées; en conséquence, 
les coefficients des diverses puissances de À doivent être 
nuls. En égalant à zéro la partie indépendante de h, on 
retrouve l’équation (5), et si l’on égale à zéro les coeffi- 
cients de la première puissance de h, il viendra 


[my"—1 4 (m _. 1) PS EEE CPE ner et 
te D, (TE D RER Et Tamer Im—1Y se 4 ni) — O, 


Le 
et, par suite, 


nn -17— 1 ; \ 
D, (y me qi a M er Tm—19 EX Jin ] 


TRE 





MY + (mm LM DTA he AS = JR 
On aura, en particulier, 


D, (7 = ET LE Va ot nt Am) 
1 digue “un (m ds tre M Lite Fi Hé : 








HN 


On voit donc qu'il suffira de résoudre l’équation (5) 
pour avoir résolu par cela même l'équation (1). 

Cela posé, on peut disposer des indéterminées &o, 
&i, -.., de manière à faire évanouir 7 termes de l’équa- 
üon en y; par exemple, si l’on veut faire disparaitre les 
n termes qui suivent le premier, il suffira de poser 


DO ROSES or Fr ANSE O0: 


Or, en se reportant aux équations (4), on voit que S, 
est du premier degré par rapport à &o, &, ..., que S» 
est du deuxième degré, S; du troisième, etc., S, du 
n'ème, Donc, d’après le théorème de Bezout (n° 70), la 
détermination de ces indéterminées, dont l’une peut être 
prise arbitrairement, dépend d’une équation du degré 


| NP PART; 


et, si l’on voulait faire disparaître de l’équation (5) tous 
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les termes, à l'exception du premier et du dernier, le 
problème dépendrait d’une équation du degré 


RAA BR 2 RS € 


C’est aussi à la résolution d’une équation de ce degré que 
se trouverait ramenée celle de l’équation proposée, car 
l'équation (5), n’ayant alors que deux termes, pourrait 
être immédiatement résolue. 


491. La transformation de Tschirnaüs donne la réso- 
lution algébrique des équations du troisième et du qua- 
trième degré. En effet, soit d’abord l'équation du troi- 
sième degré 

a + pr 9 Met Tito 
on posera 
Ÿ = A + AT + Gx?, 


et l’on formera l’équation finale en 7, savoir 
P+Py+Qr +R—o. 


On déterminera les rapports de deux des quantités &,, 
&i, &2 à la troisième, au moyen des équations P = 0, 
Q — 0, qui sont, l’une du premier degré, l’autre du 
deuxième ; on pourra donc résoudre ces équations et ex- 
primer les rapports dont 1l s’agit en fonction des coeffi- 
cients de la proposée. L’équation en y se réduisant alors à 


Y°+R —o, 


on en ürera ces trois valeurs 





Y=V—R, 7Y—=ay—R, y—6ÿ—R, 


æ et 6 désignant les racines cubiques imaginaires de 
l'unité. Connaissant ainsi les trois valeurs de y, on aura 
facilement, par ce que nous avons dit plus haut, les trois 
valeurs de x. D’après la proposition du n° 182, la trans- 
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formation que nous venons d'effectuer revient à celle 
dont nous nous sommes occupé au n° 63. 
Soit enfin l'équation du quatrième degré 


a + pa + qi? + rx + Ss — 0; 
on posera, comme précédemment, 
Ÿ = & + dr + a, x?, 
et l’on aura une équation en y telle que 
J HP + QPHRy +S—0. 


On déterminera deux des quantités &5, &,, a au moyen 
des équations P = 0, R — o, qui sont, l’une du premier 
degré, l’autre du troisième; on pourra donc résoudre 
ces équations etexprimer deux des inconnues, en fonc- 
on de la troisième et des coefficients de la proposée. 
L'équation en y, se réduisant à 


JT Qr+S—0o, 


elle pourra être résolue, car elle s’abaisse au deuxième 
degré en posant y? = z. Connaissant les quatre valeurs 
de y, on formera immédiatement les expressions des 
quatre racines de l'équation proposée. 


Application de la methode de Tschirnaïüs à l'équation 
du cinquième degré. 


192. M. Jerrard, géomètre anglais, a démontré qu’on 
peut faire disparaître d’une équation quelconque le 
deuxième, le troisième et le quatrième terme en résol- 
vant une seule équation du troisième degré. Nous allons 
établir ici ce résultat important; à cet effet, nous com- 
mencerons par démontrer la proposition suivante : 
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Taéonkme. — Une fonction homogène et entière du 
second degré de n variables est la somme des carrés 
de y fonctions linéaires, le nombre y étant égal ou in- 
férieur à n. 

Soit V une fonction homogène et entière du second 
degré des n variables 


Lo; Ti; los ss , Tn—1° 


Sin —1, la fonction V ne dépend que de la seule 
variable x,, et elle est de la forme €, x° ou Cr Ve)” €o 
étant un coefficient numérique. 

Dans le cas den > 1, si V renferme le carré de l’une 
des variables, x, par exemple, et qu’on l’ordonne par 
rapport à Xo, On aura une expression de la forme 


V= s52$ +—2Pr + Q; 


es est une constante, P est une fonction linéaire des 
n—1 variables x,, xs, ..., xæy_,; enfin Q est une fonc- 
tion entière et homogène du second degré des mêmes 

variables. Si donc on pose 
à 
RE V,=Q — ER 
£o £o 

on aura 


MX Vs où VX Ve) FV, 


V, étant une fonction entière et homogène du second 
degré, mais qui ne renferme que 72—1 variables, au 
plus. 

S1 la fonction V ne contient aucun carré et qu’on l’or- 
donne par rapport aux deux variables x, et x,, on aura 


V—=Eert + Pr, +Qxr, +R, 


V6, (+2) (a+ —]+R- pad, 


ou 


€o £o € 
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et si l’on pose 





I P + O0 ù À 
Ko Ent + en Ki = fr — 0), 
2) €o 2 €o 
puis 
P 
V; — R an Le 2 
€o 


il viendra 
IX OR PEN. 
ou 
V=(ri ve) ER) + Vs; 


X, et X, sont des fonctions linéaires qui peuvent ren- 
fermer les 7 variables xs, Xi, . .., Æn_1, et V: est une 
fonction entière et homogène du second degré qui ne 
renferme, au plus, que 7 — 2 variables. 

Ainsi la fonction V, qui dépend de 7 variables, est 
ramenée à la fonction V,, qui n’en renferme que 7 —1 
au plus, ou à la fonction V,, qui n’en contient pas plus 
de 7ñ— 2, en mettant à part un carré dans le premier 
cas et deux dans le second; on peut opérer de la même 
manière sur la nouvelle fonction, et en poursuivant 
ainsi, on mettra V sous la forme suivante : 


NÉE ——- € X° —- , 5 . + EN NU, 


ou 
1e ee Ve). qe (x Val LOT + (x, Ve), 


Ep, £1» +. 1 désignant des coefficients numériques, 
et X6, X1, -.., X,_, des fonctions linéaires des variables 
Lny Lys ces Ln_4e 

Il est évident que le nombre y est égal ou inférieur à 
n, et que l’on a y = » quand les coefficients numériques 
de V sont des quantités indéterminées. 

Exempze. — Si l’on applique la méthode précédente 
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à la fonction 
V—=Az?+A'y?+ A"2+ 2Byz + 2B'xs + 2B’xy 


des trois variables x, y, z, dans laquelle les coefficients 
numériques A, A’, ... demeurent indéterminés, on 


trouvera 
Vaux? +6Y? +72? 


en faisant, pour abréger, 


X = Ax+B’y7 + B'z, 
Y —={(AA'— B’?)y + (AB —B'B’}z, Z —z, 





et 
Mrs I L 
RTS A UMA TA AR TE) 
__ AA'A/— 2BB'B”— AB? — A'B?— AB’? 
A AA! B? 


193. Passons maintenant à la démonstration du théo- 


, 


rème que nous avons en vue. Soit l'équation 
RU PART A par + ee E PmnT + Pm = 0: 
et posons 
VE A9 + dx + ar + a3x + ax. 
Soit aussi 
PH GITE Ga IT E GIP He 2 + Im N Fm 0 


l'équation en y. D’après ce qu’on a vu au n° 190, la 
somme des puissances pif"% des racines de l’équation 
en y est une fonction homogène et entière du degré p 
des cinq quantités &5, 4, &s, &3, &;; par suite, les coef- 
ficients q,, 4,» ++. q, 
et homogènes des mêmes quantités, etles degrés de ces 


, Sont aussi des fonctions entières 


fonctions g sont précisément égaux à leurs indices. Cela 


SECTION II. — CHAPITRE I. 433 


posé, pour faire disparaître le second, le troisième et le 
quatrième terme de l'équation en y, il faut faire 


T0: {2e — 0, {3 — ©. 


La première de ces équations est linéaire; tirons-en la 
valeur de a,, en fonction de a, &>, &3, 45, pour la porter 
dans les deux autres, etsupposons quecelles-ci deviennent 
T—0, g;—0. 

Les premiers membres de ces équations sont des fonctions 
homogènes des degrés 2 et 3 respectivement des quatre 
quantités &i, &, as, a. Or, d’après le théorème du 
n° 192, l'équation y, = o peut se mettre sous la forme 


F+ gt +R + 2 0, 


f, g, h, k étant des fonctions linéaires, et cette équation 
sera satisfaite en posant 


P+g—=o, + A—o, 
ou 


PNA AE CT. 


Ces deux dernières équations sont linéaires; si l’on en 
ure les valeurs de a, et de a; pour les porter dans l’é- 
quation g', = 0, celle-ci deviendra 


" 


He 0, 


et son premier membre g” sera une fonction homogène 
et du troisième degré des deux quantités a, et a;. L'une 
de ces quantités peut être prise arbitrairement et l’autre 
dépend, comme on voit, d'une équation du troisième 
degré; les quantités a, et a; étant déterminées, on en 
conclura les valeurs de @s, a,, a, et l'équation en y 
deviendra 


da D 5 as Hess + Ymn1I + Im —= 0: 
S.— Alg. sup., I. 23 
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Par la même transformation on peut faire disparaître 
le deuxième, le troisième et le cinquième terme d’une 
équation quelconque; seulement, la détermination des 
arbitraires &ç, &3, &s, &3, @a; exige la résolution d’une 
équation du quatrième degré au lieu de celle d’une équa- 
tion du troisième degré. 

Enfin, si à la transformation de Fschirnaüs on Joint 
la transformation qui consiste à remplacer l’inconnue 
par son inverse, on voit que, par le moyen d’une seule 
équation du troisième ou du quatrième degré, il est pos- 
sible de faire disparaître d’une équation quelconque les 
trois termes qui précèdent le dernier ou bien les deux 
qui précèdent le dernier avec celui qui précède le der- 
nier de quatre rangs. Et, dans le cas particulier de lé- 
quation du cinquième degré, 1l est clair qu’on peut faire 
disparaître ainsi trois termes quelconques entre le pre- 
muer et le dernier. Ainsi, par la transformation dont il 
s’agit, l'équation du cinquième degré peut toujours être 
ramenée à l’une quelconque des quatre formes 


LEpPTr +40, 
xÿ + pa? + q — 0, 
2 + pa + 70; 
PÉDE CT 4 0: 


| 
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om oo 


CHAPITRE IT. 


FORMULES GÉNÉRALES RELATIVES A LA THÉORIE 
DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 


Formule de Lagrange. 


194. Lagrange a fait connaître, dans les Mémoires de 
l’Académie de Berlin pour 1768, et plus tard dans le 
Traité de la résolution des équations numériques, 
Note XI, une formule remarquable qui donne immédia- 
tement l’expression de la somme des puissances sem- 
blables, d’un degré quelconque, des racines d’une équa- 
uon. Nous allons établir 1c1 cette formule en supposant 
avec l’illustre auteur que l’on ait mis l’équation proposée 
sous la forme 


(1) u—x+f{x)—= 0, 


u désignant une constante et f(x) étant une fonction 


entière 
A, + A,r + A,x? + Asa + ..., . 


dont nous représenterons la dérivée par f’(x), confor- 
mément à l’usage (!). 

On sait (n° 172) que, si a, b, c, ..., [sont les racines 
de l’équation (1), la somme 


I I I 


ar! ne b+i QUE 


c'+i du+i 





(") Dans ce Chapitre et dans les suivants, nous supposerons connus 
les principes fondamentaux du Calcul différentiel et du Calcul intégral, et 
nous ferons usage des notations généralement admises pour représenter 


les dérivées et les différentielles. 
28. 
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sera le coefficient de x* dans le développement de la 


fonction 
1 (a) 
U —"X + f(x) 





en série ordonnée suivantles puissances croissantes de x. 
Soit la fonction plus g oénérale 


px) “ 
Lt + f(x) 





où p(x) désigne un polynôme ayant pour valeur 
p(r)—=Bo + Bix + B,2? + Byrè + ..., 


et cherchons le coefficient de x’ dans le développement 
de cette fonction. Si l’on commence par développer suI- 
vant les puissances croissantes de f(x), il viendra 


\ p(x) HA olr) (x) f(x) vel e(x) [f(x)l? 


[o) : ER Ares ? 


Cu—x+ f(x) u—zx (u—xr) (u — x} 








et la série contenue dans le second membre de cette for- 
mule sera convergente pour toutes les valeurs de x telles 


FLRN 


HET 


que le module de soit inférieur à l’unité. 


Considérons d’abord le premier terme du second 


membre, on a 

I I +? 
A ne 
UE u n° 





et, si l’on multiplie de part et d'autre par le polynôme 
v(x), on trouvera que le coefficient, de x” dans le dé- 


T 
veloppement de ? ie a pour valeur 


UE 


NE ER B, 


u+i ut ui LR 








ou 
B,+B;u+B,u +. + Byu”, 


PATES ) 
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en sorte que ce coefficient pourra être représenté par 


y (x) 
+ 4 


pourvu qu'on ne retienne que les termes qui contien- 
nent w en dénominateur. 

Considérons maintenant un terme quelconque du se- 
cond membre de l'équation (2), celui qui contient la 
puissance i de f(x) et qui a pour valeur 


D'après ce qui a été dit plus haut, le coefficient de x” 
dans le développement de 


eeLF te 
PE 
est égal à 
ele) (a 
ur! 


pourvu qu'on ne retienne que les termes qui contien- 
nent u en dénominateur. On a donc, aveccetterestriction, 


g(r)Lf(r)l =ÿie u) | f{u)]e 2", 


Mb y 


= 
le signe \ s'étendant à toutes les valeurs entières nulles 
dd 


ou positives de 7. Et, comme la différentiation relative 
à u ne peut introduire de puissances négatives de u dans 
les termes qui n’en contiennent pas, on aura, en pre- 
nant les dérivées d’ordre 1 des deux membres de l’éga- 
lité précédente, 


à 0 CS ELA SE 
1 
Nasri FAIR \ Er, a à 


RE Zi du! 
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d’où il suit que le coefficient de x” dans le développe- 
ment de 


er — Le 
sera représenté par l'expression 


.p(u)Lf(u)T 


I ut+! 











| NAS: du 


où il ne faut retenir que les termes qui contiennent 
en dénominateur. 
D'après cela, si l’on représente par 


P,+P;r + P;x + Pix + .…. 


le développement de la fonction 











u— x f(x) 
on aura 
| set)fe)  Lele)/ (a) 
o(u) bal. J Ta: 
the di du FRET hé WT A 


pourvu, nous le répétons, qu’on ne retienne que les 
termes qui contiennent w en dénominateur. 
Supposons que la fonction o(x) soit de la forme 


p(z)=vd(x)n—/f"(x)], 
et faisons, pour abréger, 
Vu) 


ur+i ? 


pie 


la valeur de P, sera 
A 


Ph) —Y{u)f'{u) 1e ne , 


1 dl)LA( 1 d'la) f (ue) 


és mes + st ns es 
CAC] 
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: dy 
Or on a, en faisant ke) SPACE), 





du 
MUTUEL yQu) Flu) + wa) f (a); 
ON à aussi 
I dY (u u) |! ; | 
oi; . MR ONQ ET Y(u)Lf(a)JF"(«) 


I ù 
PA GILET 


et, en différentiant : —1 fois, 





I d'Y{u) [f(u)i Au I di1y{(u) [LA (a) 11 Fu) 
Te 2 PE FO OR EPP © nr 
I d'1%! u) u)|i 
ur: Dames ET, 


au moyen de ces formules de réduction la valeur de P, 
devient 


Der dy'(u)[f(x)P ie I | CÉUtS ON 
D 1 du? 


Considérons d’abord le cas où la fonction d(x) se ré- 
duit à l'unité; on a 


d’ailleurs P, devient l'expression de la somme 


J 
a+ 


Du Le +. + 


ba+1 du+i 2 


on a donc, en mettant partout 7 au lieu dez+1 et en 
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u' u" 


! 
in l FA ETS I 
désignant par La la dérivée de —, 





1: du 10250 du? 


où l’on ne doit retenir que les termes qui contiennent w 
en dénominateur. 

Le cas où (x) est une fonction entière quelconque 
d’un degré y inférieur à 7 conduit à une formule plus 
générale; mais celle-ci se déduit immédiatement de la 
formule (3). Car soit 


Ÿ (æ) = CG + Cr + Cr +...+ Cr, 


On aura 








et la formule (3) nous donnera 
Ya)+w(b)+...+w(7) = w(u) + W'{u)f(u) 
| so ee Re) or er GUERRES 


- - Ba. 
1.2 du 1,243 du” L 





en continuant, bien entendu, à ne retenir que les termes 
qui contiennent uw en dénominateur. 


195. Supposons que la série contenue dans le second 
membre de la formule (4) reste convergente, quand on 
ne rejette aucun de ses termes, et désignons par le sym- 
bole [Ÿ] la somme vers laquelle elle converge; repré- 
sentons aussi par —€,|[%Ÿ] la somme des termes qui 
ne renferment pas w en dénominateur. Alors la for- 
mule (4) deviendra 


(5) V(a)+w(d)+...+w(7)—=[wl(i+e), 


SECTION II, — CHAPITRE 11, AA1 


et l’on aura 








| [F]=Y (a) + w'(u) f(u) + OA PAUPRUE +. 

(6) 19 du 

\ I a V'Eu LAC)" k 
BEN à M TT | EH 


Les séries dont le type est indiqué par la formule (6) 
possèdent une propriété remarquable dont Lagrange a 
pu déduire, comme nous allons l'indiquer, la formule 
célèbre à laquelle son nom est demeuré attaché. 

Remplaçons la fonction Ÿ{(w) par une autre fonction 
de la même forme IT{x), dans le second membre de la 
formule (6), et désignons par [11] ce que devient alors 
ce second membre; on aura 





hs du 


D. PACA om A CAPE CRE 


PER ET 
1:27 duh—1 








Multiplions l’une par l’autre les séries contenues dans 
les seconds membres des formules (6) et (7), et réunis- 
sons en un même groupe les produits partiels dont les 
facteurs occupent, dans les séries dont ils font parue, des 
rangs marqués par des nombres ayant la même somme. 
Le premier terme du produit obtenu sera Ÿ (u) H{u)et 
le deuxième terme sera 
dY{u)n{u) 


n{u)W'{u) flu) + y{(u)u'{u) fu) — Pr fu); 
le terme général sera égal à l’expression 
diet" (u Aer d'—2%"{(u DA 1 Lau 
n (x) menu ALES = n'{u) f(u) PAU ie 
nt k(&—1) dl'{u)[f(u)} 6 ae 71 N/A em | 





1.2 du du“—3 


ke USERS u)]* ww), 


A42 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


multipliée par ou, comme il est facile de s’en 


I 
HP E A 
assurer, égal à 


gl .dU(u)W(u) 
d*=— 


I du PAC Ju 
PNB MIE | EPP À 


Hs + 


Maintenant, si les séries (6) et (7) restent convergentes 
quand on réduit chacun de leurs termes à son module, la 
série nouvelle que nous venons de former sera aussi con- 
vergente, par un théorème connu, et elle aura pour somme 
le produit des sommes des deux premières séries. D’ail- 
leurs elle se déduit de la série (6) ou (7), comme on vient 


(*) La réduction dont il s’agit ici résulte de la formule qui sert à expri- 
mer la différentielle d’un ordre quelconque du produit de deux fonctions. 
Si u et » désignent deux fonctions d’une variable indépendante x, on a 


! —— Es — nt 
d (uv) = ud*v + E du d" pente EN” Lee 
I 1.2 


mais, £ étant une fonction quelconque de x, on peut écrire aussi 


d° (uv) = udŸv + (tdu) 1 PIE He. 





a(u—i1)...(u—k +1 : 4 (TE AU 
(a) « ph Ce RE ) gx (et du) d* Rte. 


& y 
+d'O (idn). 
tu 
| & 
Cette formule se vérifie immédiatement quand p —1; pour établir sa 
généralité, il suffit donc de montrer que, si elle a lieu pour les valeurs 


1,2, .…,mde p, elle subsiste pour w = m+1.Dans cette hypothèse, si l’on 


\ Fra ; y : 
fait p — m —1 et qu'on écrive t au lieu de 4, ia lieu de », on aura 


mt 
titi Fi I 








U 
di? —+adm-i (t dt) dm-i-1 — 
cl! 


Are 


(m—i)(m—i—1) AE 
> PRimoa  n aa) 


1432 


 dm-i=t (tm-i dt). PCR, 


« 
enr 1 


Cela posé, si l’on différentie la formule (a ), après y avoir fait w — mn, on 
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de le voir en remplaçant dans celle-ci #(u) ou I (u) par 


le produit IT{u) Fu); donc on a 
(8) [En] = [w][n], 


et si l’on pose 











#4 ? _ bu) 
H(u)W{(u) —d(xu), NE tri 
on déduira de la formule précédente 
w]_ e 
(9) LCRITE ï |: 
Posons 
io! € I dE” D{u) db 
Hfuheess Qi A Een d'où Y(u) EU, 


n et 72—1m étant des entiers positifs, on aura, par la 


formule (5), 


Li Li I Ai ; \ 
SAIT OT TRUE UT EE 87}: 
et de même 
I I T E \ 
MORE: noirvma" ne AA UE 


ar?! bi— l 12— 1 


- \ y . # 
trouvera, en faisant usage de la formule (2), que le coefficient de d”-K+1 ñ 
se compose des deux parties suivantes : 


m(m—i)...(m—k +1) y 
13 A4 


19 





RCE 


5 m(m—1). ….(m—À+2) 
12...(4—1) 





| du dr? (tk-1 de) Hs d(t du) dk-3(ek-2 de) +... 
+ dit (3 du) e| 


Dans la seconde partie, le facteur entre crochets a pour valeur 
di-* (4 du), car ce facteur n’est autre chose que le second membre de 
la formule (a) quand on remplace y par 4— 1, w par € et » par tK—"du. 
La somme des deux parties dont nous venons de parler est donc 


(m+i)m(m—1)...(m—k+2) 
AYANT: 





di! (ex du), 


d'où l’on conclut que la formule (a) subsiste pour w—m—+t. 
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la formule (9) deviendra alors 


GI Ce)" 
1H) +...+(- 
m b l 1H En-m re 5 | 


a\ ANA SPO NEAE ET mm 
LR (5) M re pits (5) à É 


Supposons que le module de la racine a soit inférieur 


«a 


au module de chacune des autres racines, et faisons 
tendre 7 vers l'infini, »2 restant constant; les rapports 


a LA a 1— In . : 
(5) ) (;) >... tendrontvers zéro, etsiles quantités e,, 


En_m S'évanouissent aussi pour 2 —%, On aura 


D 
5 Mere " , 


c’est-à-dire 





d | un) L 

d{u”) I & du vi 
an == un + ; PAU) + — ———  ———— 7... 
du | Eee au 
Ve, TEE TR) 
LES CAE ] 
I £ du LF #13 
| PCR du hi 


enfin, si l’on désigne par F (u) une fonction de , telle 
que 
F(u) = agu" + œu"i +... 


+ 


on déduira immédiatement de l'équation (10) la formule 
due à Lagrange, savoir : 


r dF'{u} [f(u)f? 





j 
TT ete 


| F{a)}=Fiu)+F'{u)f{u)- 
{ 





12 du 
a] Lo déiP(e)[/(u)h 
da del Me ee dal di. 


Si l’on prend F(u)=—u, la formule (11) donnera le 
développement en série de celle des racines qui a le plus 
petit module. 
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Le résultat qui précède montre que, si l’on cesse de re- 
jeter les termes qui ne contiennent pas 4 en dénomina- 
teur, dans la formule (4), 1l faudra réduire le premier 
membre à celui de ses termes qui se rapporte à la racine 
de module minimum. 

L'analyse que nous venons de développer est extrême- 
ment élégante, mais on aperçoit aussi combien elle est 
défectueuse ; elleindique effectivement que certaines con- 
ditions sont nécessaires pour l’exactitude de la formule 
obtenue, mais elle ne donne aucun critérium pour recon- 
naître les cas dans lesquels ces conditions sont remplies : 
nous reviendrons sur ce sujet à la fin de ce Chapitre. 


£xpression de la somme des puissances semblables des 
racines d’une équation, en fonction des coefficients. 


196. Nous allons appliquer la théorie que nous venons 
d'exposer à la détermination de la somme des puissances 
semblables des racines d’une équation en fonction des 
coefficients. Soit 


1) e; éd + pr"! + par"? +... +Pn1T + Pm—=0 


Te 


l'équation proposée. Nous désignerons par à, b, ec, .…., L 
ses racines, et nous poserons 


S,=at+ br cr +... +, 


Un | PRESS : 
Si l’on change x en 7 l'équation (1) devient 


(2) LR MP NT 17 A (rss. 4ln an) —o 
: Par pi Pi 


u—.x + f(x) =, 


I 


» dans le premier terme, et 
P: 


en mettant u au lieu de — 
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en faisant 


f(x) pe (rs 2 Lie +... + 2m æ |: 
Pi P1 Pi 


Les racines de l’équation (2) sont les inverses de celles 
de l’équation (1); on aura donc, d’après la formule (3) 


du n° 194, 


I i 
sy—=——7nr7——/f\u) 


u”? uTi 
(3) I 9 Meta " 
ñn dons Para} n a uni+i CF (2)] 
SAT du ANS A du? DENIS 


série dans laquelle le terme général est 


I 


n dit url [Lf(u)]i 


(4) NT de SN duir1 





9 


et où il fautretenirseulementles termes qui contiennent u 
en dénominateur. Cherchons à quoi se réduit l’expres- 
sion (4). | 

Conformément à l’usage adopté par plusieurs géomè- 
tres, nous conviendrons que le symbole F(u+1) repré- 
sentera le produit des w premiers nombres entiers dans 
le cas deu entier positif, et que le même symbole se ré- 
duira à l’unité dans le cas deu — 0; ainsi l’on aura 


TU MT EST 2. cf et | DÜTIESTS 
Cela posé, on a 


9) 
fiu)=— (2 LA 0 RON NE un), 
Pi Fat Pi 
et, en élevant à la puissance x, 


À 2 Dh 


D Dh PSE PSS 
HO Yemen ie hate. Him : 


2 + 1}... a (un+1) Da 
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le signe sommatoire Ÿ s'étend à toutes les valeurs en- 


uières positives ou nulles des exposants À, À3, ..., Âm) 
assujettis seulement à vérifier l'équation de condition 


(5) ++. + mé, 


nu T1 


Si l’on multiplie cette valeur de [ f{w)] par 








C(i+ ai) ; 
et qu'on détermine le nombre X, par la condition 


(6) h+2hk+3kh+.. + mn, 


1l viendra 
ñ I 


ns 


MD ST Ur 





LA (x)] 


né EI Tr PA EE u—(h+i) 
F(A,+1) …... TA LÉ AERS Pt 


et, comme nous n'avons à tenir compte, dans le second 
membre, que des termes qui contiennent w en dénomina- 
teur, on voit que le nombre À, ne devra recevoir aucune 
valeur négative. Si l’on prend les dérivées d'ordre i—r, 
par rapport à w, des deux membres de l'égalité précé- 
dente, il viendra, en ayant égard à la condition (5), 








j; I 
| n di-1 MS [f(u)] 
{7) { 4 j fa PE Ù dui-1 ——— 


à À mr 
VER te) A Pr 
fi Lé ( li + 1) AENRE À er +1) fre Him gMte.Hm 


Le second membre de cette égalité (7) exprime la somme 
des termes du premier membre qui contiennent u en 
dénominateur; ces termes sont les seuls qu'il faille re- 


tenir; le signe à s'étend à toutes les valeurs entières 


nulles ou positives des exposants À;, A2, SUSCED: 
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ubles de vérifier les équations de condition (5) et (6). 
En faisant successivement 


d =" ha 4, AS RE 


l'équation (7) fera connaître la partie à conserver dans 
les différents termes du second membre de l'équation (3), 
à partir du troisième. Mais je dis, de plus, que le second 
membre de l'équation (7) exprimera, pour 1 = 1, la par- 
lie à conserver dans le deuxième terme de la valeur des,, 
etque, pouri= 0, ce même second membre se réduira au 


I 
premier terme — de la valeur de s,. En effet, pour i = 1, 
Un 


les exposants À, À:, ..., À, sont nuls, à l’exception de 
l’un d'eux, qui est égal à 1; si c’est À, qui est égal à r, À, 
est égal à 72 —p d’après la condition (6); le second 
membre de l'équation (7) se réduit alors à 


) I 
fe ) = pare reur 
PI nor 


où le signe Ÿ s'étend aux valeurs de 0 depuis ee 1 jus- 


qu'à o —m si m est moindre que 7, et jusqu'à p—=n 
ee ; , 3 ge Fi 4 
sim est plus grand que 7. On voit quel expression précé- 


; I 
dente représente la somme des termes de —n —— f{u), 
U 


qui contiennent u en dénominateur. 

Enfin, pour i —o, les exposants À, À ,..., 1» sont 
tous nuls; À, se réduit à 7 à cause de la relation (6 ); 
et, à cause de nl'(n)= l'{n +1), le second membre de 


pe L Pre k 1 j 
l'équation (7) se réduit au terme unique x? qui est le 


premier terme du second membre de l'équation (3). 

Le second membre de l'équation (7) ne renferme pas 
explicitement l'indice 1 ; donc, d’après ce qui précède, ce 
second membre exprimera la partie à conserver dans les 
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différents termes qui composent le second membre de 
l'équation (3), pourvu que l’on fasse abstraction de la 
condition (5) et qu'on n'ait égard qu’à la condition (6). 
Ainsi l’on a 

Fa AT(UHIo+... Hd) MERS ba I 


ou, en remettant — — seit lieu de u, 








' he — 1)" ++ - pa enr RS ce 
Do Dane Peer) Pa Paru 


le signe D s'étendant, nous le répétons, à toutes les va- 


leurs entières nulles et positives des exposants À4, Ào,..., 
An susceptibles de vérifier la condition 


l+2hb+ 3h +... + mine 


La formule (8) fait ainsi connaître immédiatement, en 
fonction des coefficients, la somme des puissances ni°° 
des racines d’une équation ; elle a étédonnée par Waring, 
dans ses Meditationes algebraicæ (1). Waring ne fait 
pas connaître la méthode qui l’a conduit à sa formule, et 
il se borne à en vérifier l’exactitude. 


Application à l'équation du deuxième degré. 


197. Écrivons l’é équation du deuxième degré sous la 
forme 
L'—prL+q—=0O. 
Pour avoir la somme des puissances niè"e des racines, 
il faudra faire, dans la formule (8) du numéro précédent, 


Pi— —P; Em — Pr —Q ; 


es eme rer paiement esmemaiprene ctemidlriges sieste share pitar-secbrrersi tement eur ttrente ere potiron 





(*) Editio tertia, p. 1. 
S.— Alg. sup., I. 29 
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si l’on pose, en outre, À: =, on aura À, =n—2p. On 
trouve alors ceue valeur de s,, 


(—1}ar (nr —p) RARE 
5, Pr Ex 


. a , 
le signe ) s'étendant aux valeurs de p 
L 





DST HSE 


. . 72 
jusqu'au plus grand entier contenu dans —: En rempla- 
2 


çant les F par leurs valeurs, il vient 


2 


n(n— 3 
AE bons sit de 


sh LS rh As 5 et «| se ass 
n(n—p—1i)(r—u—2)...{(r—2ou+1) 


1.2...1{4 


ae. (— 1} PT q +... 

On déduit immédiatement de ce résultat la valeur du 
polynôme que nous avons désigné par V, au n° 109. 
En effet, V, est une fonction entière de x définie par les 


deux équations 


] 
Vale ee Ru A Era à 
Z Z 
Il s'ensuit que V, est la somme des puissances ni des 


racines de l'équation 


A 
C2 


(t— 2) Ues)=c Où Ê—rxt+i1—= 0; 


par conséquent la valeur de V, se déduira de celle de s, 
écrite plus haut, en faisant p— x et 9 — 1; il vient ainsi 
n(r —3) 


V,=at— nat? + grise 
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formule qui coïncide avec celle que nous avons obtenue 
au n° 109 par une analyse différente. 


Sur l'expression d’une fonction symétrique d'ordre 
quelconque des racines d'une équation, en fonction 
des sommes de puissances semblables des racines. 


198. Waring a donné, dans ses Meditationes alge- 
braicæ (), une formule qui fait connaître l'expression 
d’une fonction symétrique d'ordre quelconque desracines 
d’une équation, en fonction des sommes de puissances 
semblables des racines. Nous allons établir 1c1 cette for- 
mule remarquable. 

Soient 

ANTENNES le » à 


TX 


7 mt 


les m racines d’une équation de degré m, et 
Lys ay es 


des entiers positifs ou négatifs. 

Nous conserverons les notations dont nous avons fait 
usage dans le Chapitre précédent, en sorte que s,, repré- 
sentera la somme des puissances de degré &, de toutes les 
racines et que le symbole 


un LE) x. 
TEREE CHE OUT PE 
1 2 1 


désignera la fonction symétrique d'ordre i, dont tous les 
termes se déduisent de x%x%...x%,en faisant toutes les 


permutations possibles des racines. Nous supposerons 
d’abord que les exposants « soient inégaux, et alors on 





(*) Editio tertia, p. 8. 
29. 
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Ÿ Gy He &i 
, RORE CT € 
Tr To L 
" ç Po ne PS rs LE 7 
] ai ET RO TU. +5 Fi E T, nl a 
; Ai a+; tj MNT 
ET “ei 5 à . …. PE #1 ee —— PA 4 14 
1 2 1—1 —1 


Cette formule permet de calculer les fonctions symé- 
triques d'ordre : quand on sait former celles de l’ordre 


aura 


a} 


1— 1; on en déduit 


CT MSN RENT ee 
T, L, — NT PLU 7 un Sa+ass 


{ u » U 
— Sa, Sas x CR Ge Sas Saotag — Sas Sas+ag Trou) CARRE) _— 2 Su; +as+ag 


œ Le 4 œ œ 
PAR HE AE 
HAS et. roi 


s Nu Sas Sas Sag+u, + Sa Sas Sus+a, + Sa, Sa, Sat 
2 4 PALCRUES LE es 
+ Sas Sas Sa a+ + Sas So Sans Sas Sa, Sat 
Sa Sas+as+a; —+ Say Sa +a3 +04 
—+ 2 
LT Sas ai+art+as À Sas Sa+as+as 
\ 
je Satas Sag+as x Sai+as Sata GT Sato Sasta ] 


roi 3 Sa +aot+ag+a 


dep se e)/s est /t Leile see 


On peut écrire ces formules d’une manière plus abrégée 
et découvrir la loi de leur formation en faisant usage de 
la notation suivante : partageons les z indices 


Di dessu 


en divers groupes. Soient À, le nombre des groupes qui 
contiennent un seul indice, À; le nombre des groupes qui 
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contiennent deux indices, ...,À; le nombre des SORTE 
qui contiennent £ indices; on aura 


FÉTE EYE CR D ie ENT ET) CEE 


on voit que À; doit être égal à zéro ou à l'unité, etsiÀ; — 1, 
tous les autres À sont nuls. Cela posé, ajoutons entre eux 
les indices « de chaque groupe et désignons par 


61, 6, COPY 6 
les sommes obtenues; enfin considérons le produit 
Se, Se, No 


faisons toutes les permutations des indices æ,, æ,...,@; 
qui font acquérir à ce produit toutes les valeurs distinctes 
dont il est susceptible, ajoutons tous les résultats et dé- 
signons par 
ST AE 

la somme obtenue qui sera une fonction symétrique des 
indices «. 

D'après cette notation, les formules écrites plus haut 
deviennent 


ne Un er 0)-< TO), 


s—T(3,0,0) —T{1,1,0}+2T{0,0,1), 


Ÿ AR x 
+ De noie T( 4, 0,0, 0) —T(2, 7, 0,6) 


+2T{1,0,1,0) — 2.3T{0,0,0,1), 


no SRE JR T(5,0,0,0,0)—T(3,1,0,0,0) 
+ 2T{2,0,1,0,0)+ T(1,2,0,0,0) 
—2.3T{(1,0,0,1,0)—21(0,1,1,0,0) 


+ 2.3.4 T(0, 0, 0, 0,1), 


MASTER ei VIS) 024, juif) 61e. 0 0 ee EST ne 


“ 
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et il est aisé de vérifier qu’on a généralement 


x œ œ œ; 
> 2 D nes AE ts 
U 


2 3 
=Ÿ ja D (2 jh (3h. DEMO, de, ce, M) 


le signe Ÿ du second membre s'étendant à toutes les va- 
leurs de À,, À», ..., À; qui satisfont à la condition 
À —— 219 —- à — , . + ê); — à, 


et le symbole l{u) désignant, comme au n° 196, le pro- 
duit des u— 1 premiers nombres entiers. 

Au moyen des formules (2) on vérifie l'exactitude de 
la formule (3) pour i — 2, 3, 4,5; donc, pour établir la 
généralité de celle-ci, il suffit de prouver que, si elle a lieu 
pour i = k, elle a lieu aussi pour : — k +1. Admettons 
que l’on ait 


x”! x”° x * 
“À ce PAL 


RME et MD (2 hr (3 jh, TCA EDR 


le signe À du second membre s'étendant à toutes les va- 
leurs des entiers À, pour lesquelles on a 
l\ —- 2) -+ 3) on + Ag = À, 


Il est évident que l’expression de 


CARE CS AL 
9 6 “3 ser 
\ 1 2 Re 


sera formée de termes tels que 
T(A, do ss Â2 \g41) 
où l’on aura 


li + 2)2 + 3h ++ A + (A Hi) pu = À +1; 


2 
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nous allons chercher à déterminer les coefficients qui 
multiplient ces différents termes. 

Supposons d’abord que X, ne soit pas nul, ce qui exige 
que Àx,41 le soit; on aura 


: (u—i)+2bæ+3k +... +4 A, 
Cela posé, le terme en 
DEA AU ID 
que nous considérons, proviendra en partie [ formule (1) ] 
de la multiplication de s,,, par NA DR De PME À 


comme les termes de ce produit ne peuvent évidemment 
se réduire avec ceux qui proviennent du changement de 
&i EN &y Hors, Où de &» en à + xs, Ou, etc., il est 
clair que le coefficient de 


DD uno) 


dans Ÿ æ? x". x sera égal au coefficient de 


ji RAS SORA 


= 
dans \ FD ae no c'est-à-dire égal à 


Lol 
( ds tomes .—À4 T(2)% T(3) ur. T'( k }h 5 


ce résultat est conforme à celui qu'on déduit de la for- 
mule (3) quand on y fati +1. 
Considérons maintenant le terme en 


T(o, À; ….s À m4 Àg419 .….…, À} O , 


dans dr“zx®... xx tm. Ce terme provient tout en- 
1 2 k VAE | P 
uer [formule (1)] des résultats que l’on obtient en chan- 


geant, dans — D Mb ne Lis) Gi EN it Mkpis OÙ 
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Co EN Go + Apyo, OU, etc. Les termes de l'expression de 

—Ÿ a; x, ++ xÿ; qui concourent ainsi à former le 

terme quenous considérons, sont évidemmentde la forme 
Mio es, AOL, D ET EE tre 


où g peut avoir toutes les valeurs telles, que À,,, ne soit 
pas nul, et le coefficient correspondant sera, d’après la 


formule (4), 
ren (a)h T(3) fe tt De pr mea 

Or chacun des termes de 
ONE M RP ONE SIDE NE DIR LAN Pre 


contient, d’après sa définition même, un ou plusieurs 
facteurs de la forme 


Say+2a+ CHE: 


où le nombre des indices & est égal à g; si, dans les fac- 

teurs de ce genre, on remplace successivement «, par 

&y + Axyis PUIS Go Par Go + xy1, PUIS, elc., et qu’on 

réunisse ensuite tous les résultats, chaque terme sera ré- 
eur £ f 9 3 

pété g fois dans la somme. Il s'ensuit que le terme en 


T(o, + ....s Ag, Xo+1 —1;, …. 1x) 


A 4 PR Re GR : 
donnera, dans ÿ DAT x xs une parte des 


termes contenus dans l'expression 

1h PA IE SRE Vue RME NE; 
et que ceux-ci auront pour coefficient 
gro (get r( gift r( 4j, 
ou 


( pm | ARR T(2)...T(g)' r(g + 1)e+1.. JT(4)", 
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à cause de gl(g) = F(g +1). Les termes qui peuvent 
naître des diverses valeurs dont g est susceptible ne 


pouvant se réduire entre eux, le coefficient de 


T(o, D; 13, ss y o) 


dans De M Do Di AISGEA 
(rien po) (3). (AN. 


Ce résultat est conforme à celui qu’on déduit de la for- 
mule (3), en y faisant ik +1. 
Considérons enfin le terme en 


ip Oo, FO er] 


dans Der HO He PAG Il se forme au moyen du seul 


terme 
(—1)T{4)T(o, o, 0j +7 0 1) 


de —Ÿ x x ee x}. Il faut effectivement? pour cela, 


ajouter successivement &x,, à chacun des indices qui 
entrent dans ce terme, et réunir tous les À résultats qui 
sont évidemment égaux entre eux. On voit alors, à cause 
de AT(k)=T(A+1), que le terme considéré a pour 
valeur 

(—1)fT(#4 +1) T(o, 0, 0, ..., 0,1), 


ce qui achève de démontrer l'exactitude de la formule (3). 


199. Il est aisé de trouver le nombre N des termes 
contenus dans la fonction que nous avons désignée par 


T(\, À: ... À; ): 


Effectivement chacun de ces termes correspond à une 
certaine distribution des indices 


LE Las CR &; 
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en A1 +e +... + 1; groupes, et À; désigne généralement 
le nombre des groupes qui renferment # indices. Écri- 
vons, sur une même ligne, tousles indices &, de manière 
que ceux qui appartiennent à un même groupese trouvent 
placés à côté Les uns des autres, en commençant par les 
groupes d’une seule lettre, mettant ensuite les groupes de 
deux lettres, et ainsi de suite. On pourra former, de 
celte manière, N permutations ou arrangements des 1 in- 
dices qui correspondront respectivement aux N termes 
de T. Si maintenant on fait dans chacun de ces N arran- 
gements toutes les permutations possibles des indices qui 
composent chaque groupe, sans altérer l’ordre des groupes 
et sans faire passer aucun indice d’un groupe à un autre, 
le nombre total des arrangements qu’on obtiendra sera 
égal à 
Nr(2)4 DS REX : Ti) (à + PL 

Enfin, si, dans chacun des arrangements ainsi formés, on 
permute entre eux, de toutes les manières possibles, d’a- 
bord les À; groupes qui contiennent chacun un indice, 
puis les À groupes qui contiennent deux indices, 
puis, etc., sans altérer l’ordre des indices qui composent 
un même groupe, le nombre de tous les arrangements 
ainsi obtenus sera 


Nr{2)4T(3)h... Ti +1) TU +1) TR +1)... Ti +1). 
Or il est évident qu’en opérant ainsi on a formé toutes 
les Ti + 1) permutations des à indices sans en omettre 
ou en répéter aucune. Le nombre précédent est donc égal 
à (1H 1), et, par suite, ona 

y Tii+i1) 
T2) (3)... T(é Hi) TO +1) Ph +1)... 1) 








200. La formule (3) suppose que les à indices 


Xi) CLR .., Œy 
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sont inégaux. Supposons maintenant que parmi ces in- 


dices il y en ait y, égaux à &,, lo égaux à &,..., enfin 
Lx égaux à az; 1l est évident que le second membre de la 


formule (3) devra être divisé par 
Tps +1) Tue +1)... T{ux +1), 


ainsi que nous l’avons déjà dit au n° 173. 


Supposons, en particulier, que les à indices soient 
égaux à un même nombre « : on devra diviser le second 
membre de l'équation (3) par l(1+ 1); d’ailleurs, cha- 


cun des N termes de 


T(, , aa as À) 


se réduit à 


donc cette fonction a pour valeur 


T(i+1) re 


ou 
T(i+1) h 


la formule (3) donne alors 


( 2 ANT .—à; « 
(5) Ÿrrran) = d Je) 


ATH I)T (Hi) Ta +) € 


Âa 


2x°° 


ke 


le signe Ÿ du second membre s'étendant, comme précé- 


demment, aux valeurs nulles ou positives des entiers À,, 


À, ..., À; suscepübles de vérifier la condition 


+2 +...+il; —=i 


2a °°" 


ia ? 
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À 
L! 


Détermination des coefficients d’une équation en 
fonction des sommes de puissances semblables 
des racines. 


201. L'analyse précédente donne immédiatement l’ex- 
pression des coefficients d’une équation en fonction des 
sommes de puissances semblables des racines. 

Soit l’équation 

x" + p; ami + Po pR2 + Pr T + Pr = 0, 
et représentons, Comme précédemment, par 


LE CRT CORCROE ES 


ses m racines. On a 


pi=|— DE Tres 


par suite, la formule (5) du n° 200 donnera, en y fai- 
sant &œ — 1, 





à (— 1 PP EN Lis À; 
re 3,3) A, T'{ SN AC 
& os. MT (h-H1)T (Et)... TM) : 2 te 


le signe > s'étendant toujours aux valeurs nulles et posi- 
tives des exposants À qui vérifient la condition 
li +2 +. . AT AE 


MAD ÉAISANT 1 13,2, 3, 4: : ON ITOUVE 





PARA NTI» 
I I 
PR ne, Les 
I I I 
RS A TT EP 12 3 ‘2 
TRE re L I 
PET IRREUE Mesa TS HS ete 4 
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IL est aisé de vérifier ces résultats au moyen des formules 
de Newton. 


Methode nouvelle pour former le dernier terme de 
l'équation aux carrées des différences. 


202. Le produit des carrés des différences des racines 
d’une équation prises deux à deux, ou, ce qui revient au 
même, le dernier terme de l'équation aux carrés des 
différences, est une fonction entière des coefficients de 
l'équation proposée, qui possède plusieurs propriétés 
remarquables et qu’on a occasion de considérer dans 
diverses questions d'Analyse supérieure. Nous avons fait 
connaître au n° 179 le procédé de Cauchy, par lequel on 
peut calculer la fonction dont il s’agit, pour une équation 
de degré m, lorsqu'on connaît la valeur de cette même 
fonction pour une équation de degré m—1. Je me pro- 
pose ici d'indiquer un procédé nouveau et d’une grande 
simplicité pour résoudre la même question. 

Soit l'équation de degré m 


(a) apart pe a par, Ep ET +Pm=O, 


et désignons par V,, le dernier terme de l'équation aux 
carrés des différences des racines. Il résulte de la théorie 
des fonctions symétriques que V,, est une fonction en- 
tière des coefficients p1, po, :.., Pm, et que chacun des 
termes de cette fonction renfermera m{m—1) dimen- 
sions, si l’on considère chaque coefficient p comme ayant 
autant de dimensions que son indice contient d’unités. 
D'après cela, la valeur de V,, ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de p» aura la forme 


(2) np E Apr RUE AD RUN EE Lu À Pr "re An ’ 


L212 


A,,A:,..., À, étant des fonctions entières de ps,p2, ...,* 
Pm_1, dont la première est une simple constante. 
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Désignons par V,_, le dernier terme de l’équation 
aux carrés des différences des racines de l'équation 


(3) ati + Pi D + Pa À Pa de +... + Pm—2 TX + Pm1 + 9: 


Lorsque p,, est nul, la fonction V,, se réduit à À,,; d’un 
autre côté, l'équation (1) se déduit alors de l'équation (3) 
en multipliant celle-ci par x, c’est-à-dire en y introdui- 
sant une racine nulle. Il s'ensuit évidemment que l’on a 


2 ; 
An oi Pda V oc 
Cela posé, il est évident que la fonction V,, ne changera 
pas, si l’on augmente chaque racine de l'équation (1) 
d’une même quantité 2; or, par ce changement, les coef- 
ficients p,, Ps, ..., pn prennent des accroissements 


APis AP +..s APm—1s APm 
qui s’évanouissent avec h, et dont les termes qui con- 
tiennent k à la première puissance sont respectivement 
mh, (m—1)p;h, (m—o2)pih, ..., 2pm-oh; Pm1k. 
L’accroissement correspondant AV, de V,,, savoir : 


d Von d VAE d V at 
dp, Api + APRES te PT RE 


AV» en 2 
dPm 








dpa 
est nul, quel que soit 2, et, par conséquent, le coefficient 
de la première puissance de À est identiquement nul; on 
a donc 


AVE ER ANS 
M - 


mm 








d\ 
+(m—i)p: 


m 
dPa 








dp; 


On peut obtenir, d’une autre manière, cette équation 
qui va nous conduire à la valeur de V,.. Si, en effet, on 
fait disparaître le second terme de l’équation (1) et qu’on 
exprime, par le moyen des différentielles partielles, que 
V,estune fonction des coefficients de l’équation transfor- 
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mée, on retrouvera l'équation que nous venons de former. 
Nous écrirons, pour abréger, cette équation de la 


manière suivante : 
dVy» à 
dé Ô 


en feignant que p;, pe, . . -, Pm Soient des fonctions d'une 
variable #, qui aient respectivement pour dérivées 
ol 


dp dp; dp — dP rm 
= m , dé = (m —— 1)Pi sie, _e SEP ren PTE Au 








En différentiant l’équation (2) par rapport à la variable 
fictive é, se rappelant que À, est une constante dont la 
dérivée est nulle, 1l vient 











dV = de 
de —pm| (#—1)Aip, < +(m—2) AP, ’ CE +24 m2Pm + Am | 
dA3 m—2 dA; mnm—3 d'A MA 9 dA nr 1 dA» 
“ax Pm ra dé Pr De CAR dé re dé Po sy de : 


IV À : , x 
Or ee est identiquement nul; on a donc, en égalant à 
S 


zéro les coefficients des puissances de p», 








| dA» 

Din—1 A m1 an dt —= O, 
FEES 

2Dn Ame 4 MTS — O, 
| AS 5 

3p m—1 Ans 3 TC — O0; 

LR AN NN EN A DE Re x 
dA, 

(m—3)p»1 A3 + at mn À 
dA. 

(me pH) Pre À: + Te 9 
dA; 

(re Pi A1 + —— —0 
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Si l’on connaît V,,_,, la valeur de A, s’en déduit 
immédiatement, comme on l’a vu plus haut, et les équa- 
tions précédentes donneront ensuite successivement 
Amir Am_o, .-. ; en sorte que la valeur de V,, se déduit 
de Vh_, par de simples différentiations. 

203. Exempze. — On a 

ME PE AP; 
supposons qu’on veuille avoir V;. On posera 
V3 — A1p; + A:oPs + Às 


et si l’on fait 





dp; ie dp ME 
PTE AID PT 
on aura 
dA. dA; 
P2A° + 2e EE O, 2 Pa À, —- Fa OS 


On a d’abord cette valeur de A;, savoir : 
A3=pi(pi— 4p:) =pip: — 4p:; 


on en déduit 


dA. 
à — — 18p;p} + {piPa, 


et, par suite, 
A3 —18piP2 — pi: 
on trouve enfin 





das 
dü ic 54 Pas 
et, par suite, 
A, = — 27 
On a donc 
Vs = — 279p; + (18p1p2 — 4pi)ps + pip; — pi. 


Supposons encore qu'on veuille avoir V,. On posera 


V, = Aip; + A2p; + Apr + As 
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puis 
dp; dp; ap. 
À = 5 — > 
D At TA, Ps 





et 


dA, dA. 
K = 0, 0 ASE SON 7 ANSE 


di 
On a d’abord 


dA; 
EE 0! 


P:43 + $ 
dé 


A, — 27p; + 18P1P2p3 — pipi +pip:p: —Apip}, 
d’où 


d'A, ours L 3 
— = —144p;p5 + 6pip; + 80pp2p}—18p}pP21p; 


dé 
+ APiPiPs — 16PiPs; 
et, par suite, 
A3 —144p2p; — Gpip; — 80pP;Ps + 18PiP2P3 
— Apipi—16p;; 
d’où 


IA 
rs — 384p,p5+256p;p; —288p} pps + 54 p\pss 


et, par suite, 


A3 —192piP3 — 128p2 + 144piP: — 27p;, 
d’où 
Me re 7608p3; 


et, par suite, 
À, rèn = 256, 
ce qui achève de déterminer la valeur de V,;. 

Dans le cas particulier du quatrième degré, on peut 
mettre sous une forme commode pour le calcul arithmé- 
tique l'expression du produit des carrés des différences 
des racines. Prenons l'équation proposée sous la forme 

ax" + 4 bas + Gcr? + Adx He 0, 
S. — Alg, sup., \. 30 
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et soient 
I— ae — bd + 3c?, 


= acé 9 bcd — ad eb? — cc 
On aura, en désignant les quatre racines par &, 6 Ô 
; D S q P L, © 7» 0» 


Co tt am D Cm 2 RC à 
ne 16 (I — 27J?). 





C'est M. Cayley qui, le premier, a trouvé cette formule. 


Démonstration nouvelle de la formule de Lagrange. 


204. La formule de Lagrange a fait l’objet des re- 
cherches d'un grand nombre de géomètres; Cauchy, en 
particulier, est revenu à plusieurs reprises sur cette for- 
mule, etil en a donné diverses démonstrations. Mais, dans 
ces derniers temps, M. Eugène Rouché a fait une étude 
nouvelle et plus complète de la question, et 1l a publié, 
dans le XX XIX°Cahier du Journal de l’École Polytech- 
nique, une démonstration qui ne laisse rien à désirer sous 
le double rapport de la rigueur et de la simplicité ; nous 
croyons utile d'exposer ici l'analyse de M. Rouché. 

Les développements qui vont suivre ne se rapportent 
pas seulement aux équations algébriques : ils s'appliquent 
également aux équations transcendantes. Rappelons à ce 
sujet que, si f(z) désigne une fonction quelconque bien 
déterminée de la variable z, qui s’annule pour z = z;, 
et si, u étant un entier positif, la fonction 


D Th — F(z) 
Fa) 
a une valeur finie différente de zéro pour z = z;, la ra- 


cine z, de l'équation f (z) — 0 a le degré de multipli- 
cité p; les règles du Calcul différentiel montrent que dans 
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ce cas les u—1 premières dérivées de la fonction f(z) 
s’annulent pour z — z,, tandis que la dérivée suivante 
prend une valeur différente de zéro. 


205. Soit f(z) une fonction bic: determinee de la va- 
riable 
2 — p{coSw + isinw) — pe‘, 


i désignant ici l'imaginaire ÿ—1. Si l’on attribue au 
module p une valeur déterminée, la fonction f(z) ne 
dépendra plus que de l’argument w; donnons alors à w 
les z valeurs 
bn LL Lot 42 fe sie 
72 /2 72 

et désignons par 26, Z1, +, 2»_1 les valeurs de z qui 
répondent à ces arguments, la moyenne arithmétique des 
valeurs correspondantes de f(z), savoir 


Flzs)+f(z) +. + fs) 
/t 


tendra vers une certaine limite quand le nombre 7 tendra 

vers l'infini; cette limite sera dite la valeur moyenne de 

f(z) correspondant au module p. | 
Considérons, par exemple, la fonction 


f(z) — Lai 


m étant un entier positif ou négatif; la valeur de 








ven) mit? STIL 
ML 7... +z%, 
an 
est 
p"! 9MTL EMTL 2(n—1)1nTi m CERN 
n n 2x : 
ET E 1+e Le +e —+,.,—+e A 9mTi 3 
Aa 72 = 
Il 
(E re | 


dès que le nombre variable 7 sera supérieur à m, le dé- 
30, 
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nominateur de cette expression ne pourra s’annuler, 
car m2 est, par hypothèse, différent de zéro ; d’ailleurs le 
numérateur est nul, puisque 77 est un entier; donc la 
moyenne arithmétique des x valeurs de z”* considérées 
est nulle dès que x surpasse m. Il s'ensuit que la valeur 
moyenne de la fonction z”* est égale à zéro. Quand le 
nombre m est zéro, la fonction f (z) se réduit à l’unité et 
dans ce cas sa valeur moyenne est elle-même égale à r. 

On peut conclure de ce qui précède la proposition 
suivante, qui nous sera utile : 


Tuéorëme. — Si, pour une valeur déterminée p du 
module de la variable z, la fonction f(z) est dévelop- 
pable en une série convergente ordonnée par rapport 
aux puissances entières positives et négatives de z, le 
coefficient d'une puissance entière quelconque z*, dans 
le développement, est égal à la valeur moyenne du 


f(x) 


ze 





q uotient 


En effet, supposons que, pour une valeur p du module 
de z, on ait, quel que soit l’argument w, 





mm —= + © 
à 
fa) D 
71 — © 
on pourra écrire 
M= 410 
fF(z EL mit 
MU re À y» V4 ; 
Mm=- © 
: 7 
ou, si l’on veut, 
n—=-M 
f (z 
À D MF Le, 


ni = — }i 


« désignant une quantité qui tend vers zéro quand l’en- 
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tier M tend vers l'infini. Prenons les valeurs moyennes 
des deux membres de cette égalité; tous les termes com- 


pris sous le signe Ÿ donneront des valeurs moyennes 


nulles, à l'exception de celui qui répond à m == k et qui 
aura À; pour valeur moyenne. Si donc on désigne par 








(z) 
n la valeur moyenne de :, et qu’on représente par DR J (2) 
celle de f(z) > ON aura 
a FN 2) 
DITe _ — A, + n; 


mais 1] est évident que n = 0, car n est la limite que 
prend, pour 7 = © , la moyenne arithmétique 


CL Ce Tr Éi 
ñn 





des x valeurs de &; le module n est donc inférieur à la 
moyenne des modules des quantités &, et, par suite, in- 
férieur au plus grand des modules de ces quantités. 
D'alleurs celui-ci s’annule pour M = et, en consé- 
quence, le module de x se réduit en même temps à zéro. 
On a donc 


J (2) 


z# 


dre 





— A. 


206. Lorsqu'on attribue une valeur déterminée au 
module p de la variable z, et que l’on donne à l'argu- 
ment w toutes les valeurs comprises entre zéro et 27, le 
module de la fonction f(z) prend diverses valeurs. La 
plus grande de ces valeurs a reçu de Cauchy la dénomi- 
nation de module maximum; le module maximum de 
f(z) est donc une fonction du module de la variable z. 

Par exemple, soit 
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ae“ désignant une constante et m un nombre enter; 
module fiÈz) sera la racine carrée de l'expression 


I 


P 


à L(aett-+ pet) (arrat pet) 7 


ou 


= La? +. 24p cos | w — æ) + pa ts 


et il est évident que le maximum de cette expression ré- 
pond à w — x; 1l s'ensuit que le module maximum de 
la fonction LT a ICI pour valeur 


a+)" 
p 
Cela posé, on a la proposition suivante : 


Tuéorème. — Le module de la valeur moyenne d'une 
fonction f{z) est inferieur au module maximum de 
cette fonction. 


En effet, la valeur moyenne Mf{(z) de la fonction 
f(z) est la limite vers laquelle tend l'expression 


F(z)-+f(m)+.. + fan) 


72 


quand » tend vers l'infini; le module de la somme qui 
figure au numérateur est inférieur à la somme des mo- 
dules des parties, et en conséquenceil est inférieur, quel 
que soit 7, à 7 fois le module maximum. Donc le mo- 
dule de A, f(z) est moindre que le module maximum. 


ConozLairEe. — Lorsque, pour une valeur donnée du 
module p dela variable imaginaire z, une fonction f(z) 
est développable en une série convergente ordonnée sui- 
vant les puissances entières positives et négatives de z, 
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É I : 
le module du coefficient de -; dans le développement, 
Z 


est inférieur au module maximum du produit z f (z). 


En effet, d’après le théorème du n° 205, le coefficient 
I LA | 4 * 
de = dans le développement de f(z) est égal à la valeur 


moyenne du produit zf(z), et, d’après le précédent théo- 
rème, le module de ce coefficient est inférieur au mo- 
dule maximum de zf{2). 


207. Ces notions préliminaires étant établies, considé- 
rons une équation de la forme 


Dr to(x + CNE 


dans laquelle £ et x désignent deux constantes quel- 
conques réelles ou imaginaires, et où ® représente une 
fonction bien déterminée qui reste continue pour toutes 
les valeurs de z dont le module est inférieur à une cer- 
taine limite R. Nous établirons d’abord, d’après M. Rou- 
ché, le théorème suivant : 


Taéorbme I. — Si la fonction o(x + z) est bien dé- 
terminée et continue pour toutes les valeurs de z dont 
le module est inférieur à R, et si la constante est telle, 
que le module maximum de la fonction 


to(x + z) 


Z 


soit moindre que l’unite pour une valeur r du module 0 
. FLAN \ » r . 
de z inférieur à R, l'équation 
CA À (æ + z) 
aura une racine unique de module inférieur à r. 


En effet, soit m le nombre des racines Z,, 32, -.., 2m 
de cette équation, dont les modules sont inférieurs à r'; 
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on aura 
(1) 2—tofxm+z)—=(2—23,)(23—2)...(2—7,)%(z2), 


en désignant par d{z) une fonction bien déterminée, 
qui reste continue et qui ne s’annule pour aucune valeur 
de z dont le module est inférieur à 7 ; on üre de là 





— log(z —z)+...+ log(z—2,,)— logz, 


et, en différentiant, 


; tolr+2) 
7106 |: z | __ dlogÿ(z) I I I 


(2 RS er AS 
Fe dz dz Z— 2, Z— 2, 2 











Donnons maintenant à la variable z le module r; le 
tx +2) 


LA 
4 


par hypothèse, on a 


- tolr Hz) e 
log MeREEt lee De Re 
z 


étant alors moindre que l'unité, 


Co | (4 pr + 2} 


porc D 


module de 


| 


TE 








ee 


À | 


d’ailleurs la fonction ç(x + z) est développable, ainsi 
que chacune de ses puissances, en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances entières et positives de z; 


le A 
Le Li Fee 
Z 


peut ètre développée suivant les puissances entières po- 


donc la fonction 


sitives et négatives de z. La même chose aura lieu aussi, 
par un théorème connu, à l'égard de la fonction 


dog |: SA a+] 


Z 
, 


dz 
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et il est évident que, dans le développement de cette 
re A I 
dernière fonction, il n'y aura pas de terme en —- 
Z 
D'un autre côté, la fonction 


dlogÿ(z) __ #(z) 
dz (z) 





<= 


est évidemment développable par la formule de Maclau- 
rin, suivant les puissances entières et positives de z, 
puisque le module r de z est inférieur à R; donc il n’y a 


I , L 
aucun terme en — dans le développement du premier 


2 
LA 


membre de la formule (2). 
Passons au second membre; comme on a 





| 
| 
Ï 

N | m 
Il 
+ 
+ 


: nu À I | 
il est évident que le coefficient de -; dans ce second 
Z 


membre, est égal à m—1; ce coefficient doit être nul, 
et l’on a en conséquence 


IIS 


208. La démonstration de la formule de Lagrange 
est contenue dans le théorème suivant, qui fait connaître 
en même temps quelle est celle des racines dont la for- 
mule fournit le développement. 


Vaéorkme Il. — Les mémes choses étant posées que 
dans le théorème Î, si l’on désigne par z, la racine de 
l'équation 

Zz—to(x+z)—=o, 


dont le module est inférieur à r, et par F(x + z)une 
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fonction bien déterminée et continue pour les valeurs 
de z dont le module n’est pas supérieur à r, la quantité 
F(x + 2,) sera développable en série convergente par 
la formule 





L £2 dF'{. ? 
F(a+a)= Fr) LPC) pe) + = ŒOREE SE. 
er rc 
rave Er A À mu 


En effet, l'équation 
3 — to(x +z)—0o 


n'ayant qu'une seule racine z, de module inférieur à r, 
on a, par le numéro précédent 


(1) log Li arte | — 1089 (2) = 108 (1 — aie 


N 


2 
et, en multipliant par la dérivée F'(x + z)deF(x + 2), 
il vient 
! te(x +5 z) 
F (æ +2) log RE 


Z 


| — F'{x + 2)logh(z} 
(2) : 
— F'{x + z)log hi). 


\ 


\ 


Donnons à z le module 7, développons les deux 
membres suivant les puissances de z, et égalons entre 


| ï I 
eux les coefficients de —: 
Z 
Considérons d’abord le premier membre. La partie 


F'(x+z)logÿ(z) ne contiendra aucun terme en Le 


z 
car logd(z) est développable suivant les puissances en- 
tières positives de z, comme on l’a vu au numéro précé- 
dent, et la même chose a lieu à l’égard de la fonction 
F'(x + z) qui, en vertu de notre hypothèse, est déve- 
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loppable par la formule de Maclaurin. Quant à la pre- 


. . t , e 4 = x 
mière partie, le module de £ étant inférieur à 


1, elle peut être mise sous la forme 





— Frs) | Lole+e)+ 





Le coefficient de z2-1 dans le développement de 
Fe 2)lo(e+ 2), 
suivant la formule de Maclaurin, est égal à 


1 dm P()le( 
1.2.0 {rl} dr! 4 





expression qu'il faut réduire à 


F'{x)o(:x) 


\ 


lorsque r — 1; d’où il résulte que, dans le développe- 
ment du terme 


t! / . 
AE F'{x + z)[o(x + z)]", 


. 1 
le coefficient de — a pour valeur 
Z 


en MF (æ)e(æ)7e. 
Fe it 1 


—— 





net PE A dx"! 


en outre, d’après la proposition établie au n° 206, le 
module de ce coefficient est inférieur à 
7e 
F dl re" 
P 22 Û 
p étant le module maximum de F'(x +2) et q celui de 


tolr+z) 


5 D’après cela, dans le développement du pre- 
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I 
mier membre de la formule (2), le coefficient de — est 
Z 


la somme de la série 


Ie) + PERRIER 


I 4 Us dx 


AES er 4, 


FAR AU dx"! 


et cette série est convergente, car les modules de ses 
termes sont inférieurs à ceux de la série 
RCE 
a Vérins me be Le il 
P £ 2 3 ) 


dans laquelle 4 est <[1, par hypothèse; 1l est évident 
que cette dernière série est convergente et a pour somme 


— prlog(i — q). \ 
Considérons maintenant le second membre de la for- 
mule (2); z ayant le module r, chacun des facteurs qui 
le composent est développable en série convergente, 
par la formule de Maclaurin, et l’on a 


Z 


Z É ATEN 1150 
Per sjlog(r—2) —— Le Cr) — EF") u mL +. | 
V. 4 . 


Z 











23 3 2 


\ 


3 29 
Es ue + +) 


1 : I Ge: 
Dans ce produit le coefficient de — est évidemment la 


somme de la série 
z° 


— [re PO) + EE Pa) de 


m 2 
{ 





I > 1.29 


le module de z, étant inférieur à 7, cette série est con- 
vergente et elle a pour somme, d’après la formule de 
Maclaurin, la différence 


—— [F(x + z) — Fe 
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De tout cela nous pouvons conclure que l’on a 





l #2 dEF'{r)lo(x)|? 
Peta)=F(r)+ = F(r)e(x)+ —- Later FAQ 


comme nous l’avions annoncé. 


209. Si l’on fait croître le module p de la variable z 
depuis o jusqu’à œ , le module maximum de la fonction 
o (x + z) 
ee 
qui est infini pour p = 0, ira d’abord en décroissant, et 
s’il ne redevient pas infini pour quelques valeurs finies 
de p, 1l finira par croître au delà de toute limite, en même 
temps que p, à moins que Q{x + z) ne soit une fonction 
linéaire de z. En effet, la fonction g(x + z) restant bien 
déterminée et continue pour toutes Les valeurs de z, sup- 

à œlx +2) Ë 
posons que le module maximum RE ne puisse 


Se un: 
surpasser une quantité donnée 5 le module maximum de 


tolr + 2) 


Z 


sera dès lors inférieur à 1, quelque grand que soit le 
module de z et il s’ensuivrait (n° 207) que l'équation 


z—to(x +2) 


n'aurait qu'une seule racine, ce qui ne peut avoir lieu que 
dans le cas où o(x + z) est une fonction linéaire. 

Il résulte de là que, p croissant à partir de zéro, le mo- 
dule maximum de la fonction 


ol(r-+2) 
z 
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passera nécessairement par un minimum. Posons 


(RE, (pat 

Z 
le module P et l'argument Q seront des fonctions con- 
tinues de p et de w; la valeur de w qui répond au maxi- 
mum de P, pour une valeur donnée de £, satisfera donc 
à l'équation 

dP 

( 2) AS 4 


P devient alors une fonction de p seul, puisque la va- 
riable w qui y figure est une fonction déterminée de p, 
et, dans le cas du minimum de P, on doit avoir 


dP dP do 


EE Ge 
do do dp 
condition qui se réduit à 


1P 
(3) LE — 0, 
/ do 


en vertu de l’équation NE 
Cela posé, comme on a 
dz : Z dz 


—"—=6""—— TPE ECTS, 


2 
d p 0 do 





si l’on différentie l'équation (1) d'abord par rapport à L; 
et ensuite par rapport à ®, On aura 


Q 


Res da 
! Pré peser gris O0 ; Qi 
{ =v Mn AE EN 


zÿ'(z)=i ei peñi =; 


(4) | CLR . dQ 


do do 


retranchant ces identités l’une de l’autre et supprimant 
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le facteur e°, 1l vient 


d’où l’on conclut 


1P 1Q IP da 
(5) MP pl 
do dp do 


do 

En vertu de ces formules (5), les équations (2) et (3) 
ne peuvent avoir lieu que si les seconds membres des 
formules (4) s’évanouissent; par conséquent la valeur 


de z qui répond à la plus petite valeur du module maxi- 
mum satisfait à l'équation 


ÿ(z)= 0; 
OU 
29! (x + z) — o(x + 2) NO) 


Désignons par Ÿ cette valeur de z, et posons 


c 9 Ier) — 


la quantité { sera une racine commune aux deux équa- 
tions 

z—To(x +z)—o, 

1— rw {(rx+z)—o, 
et, par suite, elle sera une racine double de l’équation 


z—rp(x +z)—o. 


Désignons alors par £ une constante dont le module soit 
inférieur au module de +, et attribuons à la variable z e 
module de la constante €; il est évident que le module 


k tolx + z : Ch: 
maximum de Hart tel sera égal au module de —: 1l sera 
Z 16) 
donc moindre que 1. En conséquence, l'équation 


z—to(r+z)—=0o 
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aura une racine unique de module inférieur au module 
de €, et le théorème du n° 208 pourra être appliqué à 
cette racine. 


12 


210. Si l’on pose z = u — x, l'équation 


Ziér to(x +z)— O0 
se transformera dans la suivante : 
u— x + to(u), 
et, d’après les développements qui précèdent, on peut 
énoncer la proposition suivante : 

Taéorkme. — Soient Q{u) une fonction bien déter- 
minée qui reste continue, el T le plus petit des modules 
qu'il faille attribuer à t, pour que l'équation 

u—=r+t ( ( u) 


ait deux racines égales. Tant que le module de t res- 
tera inférieur à T, Vols des racines u de la méme équa- 
tion qui a le plus petit module sera développable en 
série convergente ordonnée suivant les puissances en- 
tières et posilives de t; la méme chose aura lieu aussi 
pour toute fonction continue de la méme racine u. 


On a (n° 208), si F(u) est une fonction continue, 


; 2, dE (x) lobes 
F(u)= F(r)+ LF ja anet dé (2) lebeN 


\ 


1 dx 
t? L'oRE M E Ce. r PISE 
1H E VENTE IT LEURS 





ce qui est précisément la formule de Lagrange, sous la 
forme que cet illustre géomètre a adoptée. Si la fonction 
Fu) se réduit à u, il vient 





ê tt d[g(z)F 
Fr Er 
é t” del eh 1 sé 


der PRE 2 | dxtT1 


it dti 


SECTION LI. — CHAPITRE Il. A3: 


La forme que M. Rouché a donnée à la formule de 
Lagrange (n° 208) est souvent préférable dans les ap- 
plicatiôns à celle que nous venons de présenter; au reste, 
on passe de l’une à l’autre forme par un simple change- 
ment de variable (1). 


Applications de la formule de Lagrange. 


9211. Considérons l'équation trinôme 
(a) 7 amie Me UE VUE 


Pour que cette équation ait deux racines égales, il faut 
qu'elle ait une racine commune avec sa dérivée 


(2) 1—= miu—1, 
L'élimination de t entre ces deux équations donne 


mr 





uUr== 
44 pmmedn 


et l'équation (2) donne, pour £, la valeur correspondante 


Cm —r)"1 


m In ali 


Donc, pour toutes les valeurs de t dont le module est 


(m — 1)%—1 


m' x'i—1 


inférieur au module de , celle des racines de 


l'équation (1) qui a le plus petit module est dévelop- 
pable en série convergente ordonnée par rapport aux 
puissances entières de £. Le développement sera, d’après 


(*) Dans son Mémoire sur la série de Lagrange, M. Rouché a établi 
aussi une autre formule p'us générale, et de laquelle il a tiré une dé- 
monstration très-simple de la formule par laquelle Waring a exprimé Ha 
somme des puissances semblables des racines d’une équation algébrique. 
Je renverrai pour ces développements au Mémoire de l’auteur. 


S. — Alg. sup., I. 31 
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la formule de Lagrange, 


Due MNORRPr RAS Om (0m UT) PENSE 
Donc 
am (rm NE 7 1) ONE (rm ne € d'en 2) .nm—n +1 #n 
LL DL PA PR ET PORTRAIT Ne ME EN 


Las PO 
Le terme général w, de cette série a pour valeur 


nm(nm—i1)...(rm—n+o) 


nr nm—n+i,sn 
1 Pur A Fe 
EL re PU: 


et l’on en déduit 


Unyi 1 (nm+mi(rm+m—i1)...{(rm+i) 


Se ant, 
Un n+1 (nm—n+2)...{(nm—n+m) 











La limite de ce rapport, pour ñ = « , est 


m M y m—1 


(m sai pr t, 


et l’on vérifie de cette manière que la série est conver- 
gente, si le module de £ est inférieur au module de 


(m— 1)" 


m''x IN —1 


212. L'emploi de la formule de Lagrange est souvent 
avantageux pour obtenir le développement en série des 
fonctions explicites; j’en présenterai ici deux exemples. 

Supposons d’abord qu’on demande de développer en 
série ordonnée suivant les puissances entières de £ la 


fonction 
I 


VE à 


dans laquelle x désigne une quantité réelle donnée dont 
le module est inférieur à l'unité. 
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Je considérerai à cet effet l'équation du deuxième degré 


CT 
(1) Dee QI PR 3 


d 





dont les racines sont données par les formules 


IE Vi or + 


(2) U— ; 


Pour que l’équation (r) ait deux racines égales, 1l faut que 
l’on ait 

I— 2x + {= 0, 
d’où l’on tire 





tar + rs He sr: 

x étant réelle et comprise entre —r et 1, le module 
de ces deux valeurs de £ est égal à l’unité; donc, pour 
toutes les valeurs de £ dont le module est inférieur à #, 
cellé des racines de l'équation (1) qui a le plus petit mo- 
dule est développable én série convergente ordonnée 
suivant les puissances entières et-positives de £. Si nous 
supposons que la quantité £ soit réelle et comprise entre 
—1et+r, on aura, d’après la formule de Lagrange, 











AR ê 
ps C — 
J— Vr—5tr + F'aoRe NS PE à 2 t? 
7 À ——— —— —— +... 
t 2, I dx ue 
AR 2 
ani T I 
2 t? ia 
te dx—1 TOR NO 


et, si l’on différentie par rapport à x les deux membres 
de cette formule, il viendra 
I 
—_—————————— —r1+X, + X,E +.. + XL, +. Er 
Vi— 2x + t? 


en posant, pour abréger, 


LMD A T)7 
D ES € dt ? 


dE: 
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on voit que cette fonction X, est précisément celle dont 
nous nous sommes occupés aux n° 194 et 134. 


248: Supposons enfin qu'on veuille développer la 


fonction 


[£ es t}4 
(LEE 


) me 


suivant les puissances croissantes de 4. 
En appliquant la formule de range à l'équation 
E ppl q Clat le de La g 1 


f 


(1 EH Ef(z), 


où z désigne une fonction des variables {'ett, et f(z 
une fonction quelconque de z, il vient 


\ EN PA d'—1 LE (EST Veil 


D AE ER dtn-1 





? 


et, en différentiant par rapport à {, 


ds. Ÿ ee d'[F'(t)f (6) 


LE MU  | | Aer 
Maintenant soient 
7/ (TAC L Nb A 
Pise sORenMT ete ST, 
l'équation (1) donnera 


Lies 2 dz I 


APR Te es re 
1—t dé RP 





| 


et, par suite, la formule (2) deviendra 


Do. r «0 
(id) RE: dç! 
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ts ane ee de ne om ee ee terne mt ce dent. Lo 


CHAPITRE IIL 


DIGRESSION SUR LA DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS 
RATIONNELLES ET SUR LES SÉRIES RÉCURRENTES. 


Théorie de la décomposition des fractions rationnelles 
en fractions simples. 


214. La théorie de la décomposition des fractions ra- 
tionnelles est siimportante, et ses applications dans l’Ana- 
lyse mathématique sont tellement variées, que je crois 
utile de la présenter ici avec tous les développements 
qu'elle comporte. 

Nous commencerons par établir qu’une fraction ra- 
F(x) 
OX 
quelconques premiers entre eux, est décomposable en 
une partie entière (qui peut être nulle), et en plusieurs 
fractions simples à numérateurs constants, ayant pour 
dénominateurs les diverses puissances des facteurs Hi- 
néaires qui divisent le polynôme f(x). Nous démontre- 
rons ensuite qu'une fraction rationnelle n’est décompo- 
sable ainsi que d’une seule manière, et nous indiquerons 


enfin le moyen d'effectuer la décomposition. 


tüonnelle dont les deux termes sont des polynômes 





215. Taéonëme [.— Si a désigne une racine de l’e- 
quation f(x) = 0, x son degré de multiplicité, en sorte 
que l’on ait 


Ja) res (x — GALL )s 


fi(x) étant un polynôme non divisible par x— a, la 
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F(x) 
F(a) 


toujours étre décomposée en deux parties de la manière 





fraction rationnelle  supposéeirréductible, pourra 


suivante : 


Fe) (ax (à a" AG) 


À étant une constante, et F, (x) un polynôme entier. 








En effet, on a identiquement, quel que soit À, 


F(x) F(x) À F(r)—Afi(x) 


= —— © = ——— , 


Fr) @—afAt) (ea (ea) A(e 





et, pour que le deuxième terme du second membre ne 
contienne à son dénominateur que la puissance &—1 du 
facteur x — a, il faut et il suffit que le numérateur 
F(x)—Af,(x) s’annule pour x = a. Posons donc 


F(a)—Afi(a) —0, 


on aura 
F{a) 


al 


cetLe valeur de À sera finie et différente de zéro, puisque 
fita)etF (a) ne sont pas nuls ; si l’on fait alors 


F(xz)—Afi(x)—={xr—a)Fi(x), 


on aura 





ce qu'il fallait démontrer. 
CoroLLAIRE. — 91 l'on a 
fe) = (ea) (e— 0}. (2 0) 


a, b,..., l'étant des quantités distinctes et à, 6,..…., À 
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F(z) 


des entiers positifs, la fraction rationnelle 7(æ) pourra 
VA 


. 





étre décomposée de la manière suivante : 











Ba A A: WP Ÿ Ay21 
f(x)  (x—a) (x —a)*"! ; X — 
1 Bs 
a 0ÿ fr b)et 28 
L L, peux | 
Re RU LOUE an PAIE Lee APR 5 
RTE LE je FA (æ)) 


A DB, SC CLNE 2 Pelanl ES COIIALES 
finies, et E(x)une fonction entière. 


En effet, en posant comme précédemment 
VE) _ (æ — a)*f; (2, 


on a, par notre théorème, 








RE tue el 
m—erAt) (a; "(Ga)" f(e) 
F,(x) A; AE 





For (x) HR. 9 ie (x) 


(ma) Ale) x a Az) 

A,A,,... À,_, étant des constantes finies et' détermi- 
nées, et F,(x), F;(x), .…., F, (x) des fonctions entières. 
Il faut remarquer que la constante À n’est jamais égale à 
zéro, mais les quantités AÀ,, À, ..., À, , peuvent être 
nulles, car l’un des polynômes F,{x), F2 (x), ... peut 
être divisible par x—a; en ajoutant les égalités qui pré- 
cèdent, 1l vient 














Il 


F{x) F(x) MER: LP A, Far) 


Fe) (—epAt) (ea$ ‘Rap "za js 








= 
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Si l’on pose 


ele level 
F(æ) 





et que l on opère sur la fraction - comme nous ve- 











fix) 
nons de le faire sur rte , on obtiendra une expression 
TE 
de la forme 
A) Be VB een se Péea(e) 
V£ (x) ic (x — b\f: (x) LR (x —b)$ (a — b)$—1 x Ja re) ? | 


et, par suite, 

















F (x) La À À A 
f\z) 3 (x — a)" (æ — a ji $ TL 2A 
B B Ps Fete 
x mL mers NE RUN Le pe PRET 2 ut 
(RE) (x — bd j$ . x == 0 Jalx) 
B, B,, ... étant des constantes déterminées et F,,:(x) 


une fonction entière. 
En continuant ainsi, on obtiendra évidemment la for- 
mule qu'il s'agissait d'établir. 


216. Tuéorëme Il. — Une fraction rationnelle n’est 
décomposable que d'une seule manière en une partie 
entière et en fractions simples. 


Supposons qu’on ait trouvé ces deux valeurs d’une 


F! _. 
même fraction rationnelle —:77 


AC: 





et 
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on aura 


À A! 
L'EST +...+E(x) — ——, +... +E'(x). 
(Area 


Cela posé, x et «' étant respectivement les exposants des 
plus hautes puissances de x —a, dans les deux membres, 


/ 


je dis que æ — x’ et À — A’. Supposons, en effet, que 


æ et æ soient inégaux et que æ& soit >; trons de 


l'équation précédente la valeur de =; et réduisons 


(r— à) 


tous les autres termes au même dénominateur; on aura 


ou + 





4 et Ÿ désignant des polynômes dont le second n’est pas 
divisible par x — a. D'ailleurs, À est une constante; il 
faut donc qu’elle soit nulle, car l’équation précédente 
donne A = o pour x —a. Si donc À n’est pas nul, on 
ne peut supposer + >> &, et l’on ferait voir de même que, 
si A n’est pas nul, on ne peut supposer non plus 4 <[ 4’: 
on a donc a = 4’. 

Je dis maintenant que A — A’; en effet, de la for- 
F(+x) 


- 9 


mule qui exprime l'égalité des deux valeurs de # 
+ 
/ 





on türera, æ étant égal à «, 


RAS ox) 
(ra) (za tq(z) 





ou 
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® etŸ étant, comme précédemment, des polynômes dont 
le second n'est pas divisible par x — a; la différence : 
A— A est donc nulle, car, pour x = a, le second mem- 
bre de la formule précédente se réduit à zéro. 

Les termes quirenferment la plus haute puissance de 
x— a en dénominateur, dansles deux valeurs de la frac- 
tion rationnelle, étant égaux entre eux, on pourra les 
supprimer et les deux restes seront égaux. En raisonnant 
de même sur ces deux restes, on voit que les termes qui 
contiennent en dénominateur la plus haute puissance du 
même binôme x — a, ou d’un autre binôme, sont aussi 
égaux entre eux; et, en continuant ainsi, On reconnaît 
Fix) 
f\æ) 
égales chacune à chacune : il en résulte, par conséquent, 
l'égalité des parties entières E(x) et E'(x). 


sont 





que les fractions simples des deux valeurs de 
* 


CorozLarre. — La partie entière qui figure dans la 
Fix) 


f(x) 


fractions simples est égale au quotient entier de la di- 
vision de F(x) par f (x). 

Car, si l’on désigne par E{x) le quotient et par g(x) 
le reste de cette division, on aura 


décomposée en 





valeur d’une fraction rationnelle 





p(x) 
F{z) 


au dénominateur, cette fraction s’annule pour x = , et 





le numérateur de la fraction étantde degréinférieur 


en conséquence elle re peut renfermer de partie entière. 
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Cas d'une fraction rationnelle dont le dénominateur 
n'a que des facteurs simples. 


217. Soit 
f(æ)—={(x—-a)(x—b)...(x—1), 
a, b, ..., l'étant des quantités différentes; si F(x) désigne 
un polynôme quelconque, on aura, par ce qui précède, 


F(zx) A B L 
{ Nr 
(a) D De ea DE ie EU 











A,B,..., L étant des constantes déterminées et E(x) 
une fonction entière. 

Ainsi que nous l'avons déjà dit, le polynôme E (x) 
peut être obtenu en effectuant la division de F(x) par 
f(x); 1l reste à déterminer les constantes A, B,.., L. 
L’équation (1) devient, en multipliant par f(x), 


Aflz), Bfz) |. Lx) 


F(x}=——— mp Ne pp 2 A 41 C2 





Cette égalité a lieu identiquement; si l’on y fait x = a, 
tous lestermes dusecondmembre s’évanouirontà l’excep- 
tion du premier qui se réduira à À f'(a), ainsi qu'on le 
reconnaît sur la formule 


HT ANSE / 
PSE Et rpm AS 
On a, en conséquence, 
F(a)—=Af'{a), d'où = es 


d’ailleurs a est l’une quelconque des racines de l’équa- 
tion f(x) =0o; donc 
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et la formule (1) devient 
Er) RAA Ne Die RER du: 
PA F'\a)(x—a)  f'{b)(x— D) FU ER J'(D (x— 1) 
Si le degré de F (x) est inférieur au degré m de f(x), la 
partie entière E (x) se réduit à zéro, et l’on a simplement 


(3) 


+ Er). 





Fa fdtG-4 FÜe-0 "70e 
Soit 
F 1 DE Per EP} TE NS PAR ER RS 


Si l’on multiplie la formule (4) par f(x) et qu'on or- 
donne le second membre par rapport aux puissances dé- 
croissantes de x, le coefficient de x’?! sera évidemment 





É Va) MY AMIE 
AE NON 
et cette somme sera égale à P,; on a donc 
5 ut DS 
] AC 0 


le signe ù indiquant qu'il faut remplacer x par chacune 


des mn racines de l'équation f(x)= 0, et faire la somme 
des résultats. Si la fonction F{x) est au plus du degré 
m— 2, la quantité P, est nulle et l’on a dans ce cas 


(6) 7e fige 


formule qui est utile dans plusieurs circonstances. 


Methode pour effectuer la décomposition d'une 
fraction rationnelle, dans le cas général. 


218. Le théorème I du n°215, par lequel on démontre 
la possibilité de la décomposition, donne aussi le moyen 
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de leffectuer. En effet, si l’on fait 
fla)= (a a) f(x), 


nous avons vu que l’on a 





F(x) À F2 
-! 





ie 


Fa) (ap a A) 


en posant 








F (a) 
F{a) Fe) — f(x) 
(a) a fa) 
Ness et Fifr) = ————— 
Jita) | x — 4 


on a ainsi l’une des fractions simples demandées, et, 
pour trouver les autres, il suffira d'appliquer le même 
théorème à la fraction complémentaire 


F, (x) 
ma f(e) 

Dans le cas où l'équation Fab eat n’a que des racines 
simples, on retrouve facilement de cette manière la for- 
mule établie au numéro précédent, mais, ce cas excepté, 
l'emploi du procédé dont il vient d’être question exige 
des calculs assez pénibles. 

219. On peut aussi employer la méthode des coef- 
ficients indéterminés dont nous avons déjà fait usage 
au n° 217. Soit la fraction rationnelle 

F (x) 
f\x) 


que nous supposons irréductible et dont le dénominateur 





? 


est divisible par la puissance aie du binôme x — a, 
mais ne l’est pas par une puissance supérieure. Pour 
trouver les fractions simples qui répondent à la racine a, 
on posera 


F{xr) A A, Aa (r—aF,(x) 
2 SE et nana ve le QE: OS rer 68 Pr A CE En 1e + s/ 
te) (taf ete a)t æ— a f(x) 








1 
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conformément au théorème I. Si l’on multiplie cette for- 
mule par f(x) et qu’on remplace x par a+ h, on aura 











; ] h) | 
Ffa+h= AE, à, EE EAU ER EPEEe 
or on à 
/ a—1 
MORT fe) A (a PE GTR 
I 1.2... (&—— 12) 


A RE le ES LE) 


h)\=— x 
flat ) ; OO ESS 1.2...(æ—+1) 





LES PER 


et, en portant ces valeurs dans la formule précédente, on 
obtient 


nu ra—1 
Rte EE LSNN DER ANTI noie 5, 


Nm 
a [4 4 |] 


cé. te en seb Fe ele atpalet ete 20e Dhe d'in, n, sl n a tale at iatie 


1 f"(a) 


+ A, ; | +] + EF. la+h). 
ARR 


Cette formule a lieu quel que soit, et si l’on égale de part 
ct d’autre les coefficients des mêmes puissances de , 
jusqu’à celles de degré «—1, on aura 





La) rte, 
Lhopat 
NRC Ce AC 
au FOR Er) NAME A 
{ œ œ a+? 74 
GRR) 1, ANR 
1,26 : DEL Ne ON 7 Eu mn 1.2, 142) ro 
f“(a) FH (a) fra1 (a) FE ta) 
AR ME cc) NAT Ce 
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Cesrelations permettent de calculer successivement A, 
A,,..., À,_,, et les valeurs de ces coefficients seront 
finies et déterminées, car f*(a) est, par hypothèse, diffé- 
rente de zéro. On peut obtenir par ce procédé les frac- 
tions simples qui répondent aux diverses racines de 
l'équation f(x) —o; quant à la partie entière, on la 
trouvera, comme nous l'avons déjà dit, en divisant F(x) 


par fx). 


220. Enfin, on peut effectuer la décomposition par un 
procédé qui n’exige que la division algébrique. En effet 
si l’on pose, comme nous l'avons fait plus haut, 


fai =u(rs-a) (x), 
et que l’on écrive a+ h au lieu de x, la formule (1) du 
numéro précédent, multipliée par 2°, deviendra 
F(a+h) 
fila+h) 


REF {la+h) 
Jila + h) ? 


— A+A,h+A,hR+... HA, RS + 


et l’on voit que le polynôme 
A+AA+AR +...+A, At 


est le quotient que l’on obtient quand on divise l’un par 
l’autre les polynômes F(a+h) et fi(a+ h) ordonnés 
par rapport aux puissances croissantes de h, jusqu’à ce 
qu'on soit parvenu à un reste du degré «; on obtiendra 
donc, par cette division, les fractions simples qui se rap- 
portent à la racine a. 

On pourrait déterminer ainsi, indépendamment les 
unes des autres, les fractions qui se rapportent aux di- 
verses racines, mais il sera plus simple d'appliquer la 


A 4 A . F, DA . « 
même méthode à la fraction Fa (x) qui complète les termes 


f(x) 


déjà trouvés; on obtiendra ainsi les termes qui se rap- 
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portent à une deuxième racine, et une troisième fraction 
sur laquelle on continuera l'opération. 


221. Laméthode précédente a surtoutl’avantage de faire 
connaître l’expression algébrique des numérateurs des 
diverses fractions simples dans lesquelles se décompose 
la fraction rationnelle proposée. En effet, la division des 
polynômes F(a+ h) et fi(a+h), que nous avons effec- 
tuée dans le but d'obtenir les coefficients À, A,,A:, ..., 
Fa +) 
fila+h) 
en série ordonnée suivant les puissances croissantes de }; 
et, comme une fonction n’est développable que d’une seule 
manière en une série de cette espèce, on obtiendra le 
même résultat en faisant usage de la formule de Mac- 


revient évidemment à développer la fonction 


laurin. Si donc on pose 








F(x) 
pi je 
Jilæ) pr 
on aura 
F(a—+h) p” (a) 
£ nn LE ES h) — ÿ . 2? ..… 
Flat) pie hpla) Folabe EPS 
1 \ 
Me ARCS yen, 
1.2...(æ&—1) 


en désignant par AR, le reste de la série; ici R, est 
une fonction rationnelle de À qui n’est point infinie pour 
F(a +) me 
file +h) 
identique à celle trouvée précédemment. On aura donc 


h— 0, et, par conséquent, cette valeur de 


y | \ 
Ce (æ|} 


ae (te 





ÿ epraTs 





d’où résulte ce théorème général. 


M 
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THéorbMe. — S1 l'on a 
flæ)=(x- a (z br 1h, 


que F(x) désigne une fonction entière de x, dont le 
quotient par f(x) soit E (x), et que l’on fasse, pour 





























abréger, 
M Pom AREA RE Meme | MES ..) 
ni k » 
m(zx)=(x—1) x)’ 
onaurala valeur suivantede la fraction rationnelle” 
REI=E (=) 

p (a) g'(a) g” (a) à "7, (a) 

a—ap | (&— ai 5 2(z— a}? Pr (x —1)(x—a) 
OUR TE __ (0) y” (b) 1 (b) 

ep qe 5j or bee  1o..(6--i)le 0) 

s{(l) m'(l) fem) ms" 1{(l) 
(2 (rt 1.2{x ps _12.{1— 1) (x —() 


Forme nouvelle de l'expression d’une fonction 
rationnelle décomposée en fractions simples. 


222. Le résultat qui précède est susceptible d’une 
autre forme très-simple £t très-élégante que nous allons 
faire connaître. Désignons par F(x) une fonction ration- 


nelle quelconque, par 
Lis Lgs es Lu 


, 


les racines de l'équation 


F(x) 





(3 


0] 
22 


S.— Alg. sup., I. 
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et par 


PRRMNTTRAUE 4 Mu 


les degrés de multiplicité respectifs de ces racines. 
Soit aussi, pour abréger, 


() pot a (æ — CU (æh 


o (x) désignant une fonction qui a une valeur finie diffé- 
rente de zéro pour x = x1. 

S1 l’on imagine que la fonction rationnelle F (x) soit 
décomposée en fractions simples, la somme des fractions 
relatives à la racine x, sera 











LR TU TS Mae EE 00 ES 
(x — æ }"4 : 1.(æ—æ "at < 
ot —i—1 Kæi ) ta 1 (x) 
A —— +... + | ! 
1.2...(m—i—1)(x—x,)#1 1.2...(mi—1)(x—x) 


ainsi qu’on l’a vu plus haut. Par suite, cette somme s’ob- 
tiendra en faisant { — o dans l'expression 








CARS Enr o’(r, +) x 
(x — x, — 6)" F 1.(T— x, — Gt et CUS 
Fiae pi! (x +t) gai t(x, LE) 
ao (m—i—i)(x— 2 —6)#t IN RE (m—1)(x— 21 —6) 


Or v(x; +), g'(xs +), ... peuvent être considérées 
comme les dérivées de o (x, +) par rapport à la va- 
riable &, et alors 1l est aisé de voir que l'expression pré- 
L4 4 e A 3 
cédente se réduit à 
d'—1 FA (x mA €) 
I % — Lies 
T(m) demi d 





F'(p) désigne, comme au n° 196, le produit des p—1 pre- 
miers nombres si p est plus grand que 1, etil doit se ré- 
duire à l'unité pour p— 1. 
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Comme on a 
o (æ —+- 6) LSCPUR (as + é}, 


la somme des fractions simples relatives à la racine x, 
sera égale à la valeur que prend, pour {= 0, l’expres- 
sion suivante : 
di! cos F ( e: a 6) 
I TC — %1 — € 
T'(m;) Ho ie avt 





Si donc la fonction rationnelle F (x) ne contient pas de 
partie entière, on aura 
He CmF(r +6) 


FA l T — Xi — C 
F (x) DD NEA déni 


Dans cette formule, il faut faire {2 0, après les diffé- 





rentiations ; le signe sommatoire Ÿ s'étend à toutes les 

LL Fe ? LL j à 
racines Ly, Lo, ..., Le Il est presque superflu d'ajouter 
que, si le degré de multiplicité d’une racine, de x, par 
(AUTE 0 (4 re t) 


LT — Li —ÙQ , 
ami doit 


dti! 
exemple, est égal à r, la dérivée 
A , Q x CF(z: 2 
étrétréduite à ==". 
T — Xi — 0 
Si la fonction F (x) contient une partie entière E {x:, 
on a 


d'ti—1 CT F (æ quE ) 


! T— ZX; — € d 


il est aisé de trouver la valeur de E(x). Désignons par 
_l’excès du degré du numérateur de F{x) sur celui du 
dénominateur; » sera le degré de E{x). Cela posé, si l’on 


I , # , ’ 
change x en -— dans l'équation précédente et qu'on mul- 


32. 
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tüplie ensuite, de part et d’autre, par z*, on aura 


GuF(xr + 6) 


m,51 
ze F (=) AGUE (2) + za+1 re rm 


( . . ’ I per 
Il s'ensuit que, si l’on développe zmF (©) en série oOr- 
Z 





donnée suivant les puissances croissantes de z, la somme 


I 
des termes dont le degré ne surpasse pas z sera z*E (:) 
Z 


Or, € désignant toujours un infiniment petit, on a, par 
la formule de Maclaurin, 


z2F Ki = TRE ae FA sl RER id eh — +, .. 
z C 1 dé 1.2 de? 


donc on a 





dé ‘4 For der 


et, par suite, 


der F (2) 
E (æ) — xt En r(:) RE Rs 


I I 
d? ce r(>) d'or (+) 
rt—2 
2 A ER LMI HOME s + ,.,, + sf 


He He 142 07 dén 


On peut trouver une autre expression plus simple du 
polynôme E (x). En effet, le coefficient de €? dans le 


I : 
développement de {*F () , Suivant les puissances crois- 
santes de €, est égal au coefficient de {? dansle dévelop- 


; I , : 
pement de EE d’ailleurs ces coefficients sont les 


I 


(4 


\ den F (=) d’ cr F( 
A Le L z C z" | 
see (EVE RAY PRRARREN 


? 
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valeurs que prennent, pour € == 0, les deux quantités 





, I , I 

dt nm ù S: {nr n+1 A 
r(;) ie E re). 
PP Er dc ET der 


donc on a, pour £ — 0, 


I eg à À 
diem Er : d? gr() 
| Fe | 
Finite) AC _ T{r+i din 








y 





et 1l faut remarquer que le premier membre doit être 
= ER I x 
réduit à 7° (©) dans le cas dei = n. 


D'après cela, la valeur précédente de E(x) devient 


d’ tr r( (1 de Cx is C2? Le PRET HE xt) 








Me 
enfin, comme on a évidemment, pour é == 0, et pour 
LT) 

dr ear(s) 
2 G Le 
de” 


on peut aussi écrire 


\ 





d? er(: (x “te Cx RE C2 x? AS ER en D Rate) 
AREA VS AVENIR an PO EN US ENS 
Ad Faure tree de" 
ou 
r(>) 
AR NS 
E(x) — Lai PR eh 





Dr + 1) dé" 


On a donc la formule suivante qui donne la valeur d’une 
fonction rationnelle quelconque F(x) décomposée en 
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une partie entière et en fractions simples, savoir : 





Ï 
te nt 
Hide) am EE (en et) 
: is LU a à Æ — Li —6C 
F Ale SSSR RE RSS END DEEE TE mn ee 4 + 
(æ) LT T- 1) +d (rm) ACHETE î 


la quantité " devant être égalée à zéro après les diffé- 
rentiations. 


Mode particulier de décomposition pour Les fractions 
rationnelles et réelles dont le dénominateur a des 
facteurs linéaires imaginaires. 


993. La théorie que nous venons d'exposer s'applique 


A! e . F (2 
à toutes les fractions rationnelles F . 
6 # 





. et les coefficients 


peuvent avoir des valeurs quelconques réelles ou imagi- 
naires. Mais, lorsque ces coefficients sont réels et que 
parmi les racines de l’équation f(x) — oil s’en trouve 
quelques-unes qui sont imaginaires, l’expression de la 


F(x 1 : k 44 $ 
i est elle-même compliquée d'imagi- 


fonction réelle (æ) 





naires. On a cherché à modifier, dans ce cas, la manière 
d'effectuer la décomposition, et l’on y est parvenu comme 
nous allons l'indiquer. 


994. La possibilité du nouveau mode de décomposi- 
tion que nous avons en vue résulte du théorème suivant : 


Taéorëme Ï. — Six? + px --q est le produit de deux 
facteurs imaginaires conjugués du polynôme réel f(x) 
n la plus haute puissance de ce trinôme qui TE 
en sorte qu'on ait 


f(e)= (+ pe + g)"A(x), 


2 
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F(x) 
Fr) 


composée en deux parties, de la manière suivante : 





la fraction réelle et rationnelle pourra étre dé- 


NE Pr + Q Fi(x) 


res EN CT PETER PR RE ER ES 
ere i 


f(x) (2? + px + 5 icA + px 4. d'rlt (x) : 








P et Q étant des constantes réelles, et F,(x) un poly- 
nôme reel. 


En effet on a identiquement 








Ha F(x) 
f(x) (+pxz +q)"hilx) 
PQ  F(e)— (Pr Q)A(x). 





(ax? + pe +gq}" Li (x? px + g)" f(x) 4 

et l’on peut déterminer P et Q de manière que le numé- 
rateur de la deuxième partie du second membre soit di- 
visible par x? + px + q, c'est-à-dire de manière que ce 
numérateur s’annule en remplaçant x par chacune des 
racines de l’équation 


lon mt 2 re AVE 


Soient À kV—1 et hk—k4—1 ces deux racines, et 
posons 


BéexV—r) Pre r) + QÏA(AHA4V— I) —0; 


on ürera de là 


OV D une) 
FRE — 1) 
M et N étant des quantités réelles dont les valeurs sont 
finies et déterminées, puisque, par hypothèse, fi (x) n’est 
pas divisible par x?+ px + q. L’équation précédente se 
décompose dans les deux suivantes : 





PA+Q—M, P4=N, 
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lesquelles donnent pour P et Q ces deux valeurs réelles 


et finies, 
MA — NA 





N 
a 


Les valeurs de P et Q étant ainsi déterminées, nous 
poserons 


Fix) (Pr -+Q)f(z) EP EC 
L'--pPrEtg mou 





F,(x) désignant un polynôme réel, et, par suite, on aura 


F(+) VER RO NE RARE 
(e2-px+q}f(x) (+ pret)" (a+ px+q)" f(x) 











l] 


ce qu'il fallait démontrer. 


F(x) 





Corozzaire. — La fraction rationnelle pourra 


se décomposer de la manière suivante : 


F(x) Pxz—+Q P,x +0, À 
fix) (apr + ge at + pa pqlet 
Prat + 0 Fntæ 


x? + px + q (x) 


! 





! 
—— 





P, Q, P,, Q,, ... désignant des constantes réelles, et 
Fh(x) un polynôme réel aussi. 


225. En combinant le théorème précédent avec le théo- 
rème analogue démontré au n° 215, on obtient celui-ci : 


Taéorbue IL. -— S1 l’on décompose le polynôme f (x) 
en facteurs réels du premier et du deuxième degré, en 
sorte qu'on ait 


fle)={(x—a)(x—b)...(x—1) (x? +pz+q}". …(e?+ræ+s)", 


r . . F T 
on pourra décomposer la fraction rationnelle He de 


f(x) 





Qt 
© 
OX 
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la manière suivante : 

















A E(x) a ss nu mn. Tw en 
(æ--a}" (æ — aÿ x — a 
un Lis ai pa 
(æ—1} (æi 1} 1 x — 
dk Pr + Q a P; T + Q: EUX Pr rs Q»-1 
(2 + px +gq})" (x? + px + q})t x? + px + q 
Rzr +5 Rx +S, MAS Ry-1T Sms 
PAL TS Hyrt foiee eme | MU DA À 
(x? + rx +5) (e?+ rx +s) L'+rr +Ss 


E(x) désignant une partie entière qui peut étre nulle, et 
“: CE LS69) L, LEE op? Fe Lo 1.58 QE 7 R, S, R;, S1 ; 20 


des constantes reelles. 


226. Taéoriue I. — Une fraction rationnelle n'est 
décomposable que d’une seule manière en fractions 
simples de la forme qu'on vient de considérer. 


Soient deux valeurs d’une même fraction rationnelle 
F{x) 
f(æ) 


fractions simples qui correspondent aux facteurs du pre- 





+ On démontrera, comme au n° 216, l'égalité des 


mier degré du dénominateur, et quant à celle des frac- 
tions simples qui correspondent aux facteurs du second 
degré, elle peut se démontrer d’une manière analogue, 


Pzx + 
SR ee ut le terme 
(xè+ px+agq)" 


dont le dénominateur contient la plus haute puissance 


comme nous allons voir. Soient 





F{x) 
de x?+ px + q dans la première valeur de EN et 
| 
P'x + Q’ 
(x? à jr' le terme analogue dans la seconde valeur. 
TX —+- PT  - q 


Je dis d’abord que n'== 7. Supposons, en eflet, que 
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2e 


céla ne soit pas, et que l’on ait n >>»! : de l'égalité qui a 


heu entre les deux valeurs de TES tirons la valeur de 
Pxr Né Q ds r 

TR TT nes COLLE valeur sera exprimée par une SOMME 

(x? + prrt q}" 


de quantités dont aucune n’a en dénominateur une puis- 
sance de x? + px -+q supérieure à la (7 — “AR 0 1 
réduisant donc toutes ces quantités au même dénomina- 


teur, on aura une égalité de la forme 








Pr —- Q ox) 
L 3 s 7 #& 2 \#—i L 
CETTE CES TETE 
ou 
| (x) 
Pr + Q — x? -| Pr) ——) 
MT: lytz) 


p(x) et Y(x) désignant des polynômes, dont le second 
(x) n’est pas divisible par x?-- px + q. Or l'égalité 
précédente est impossible; car, autrement, l'équation 
Px + Q — o devrait admettre les deux racines de l’équa- 
ion x? + px + 4 == 0, Ce qui ne peut arriver, à moins 
que Pet Q ne soient nuls en même temps, contraire- 
ment à l'hypothèse. On ne peut donc supposer 7 >> n'ni 
nn, pour une raison semblable; par conséquent, on 
AT 77) 

Je dis maintenant que l’on a aussi P’= P, Q'= Q.Re- 
prenons, en effet, l’égalité qui a lieu par hypothèse entre 





Fix É 
les deux valeurs de F ; mettons dans un même membre 
KG 
Pr + Q P'x + Q' 








les deux termes =; et dans 


pat q} (pr) 
le second membre tous les autres termes dont les dénomi- 
nateurs ne contiendront aucune puissance de x?+ px + q 
supérieure à la (7 — s)ième; réduisant tous ces derniers 
termes au même (lénominateur, on aura une égalité de 


t 
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© 
SI 


cette forme 











(a+ px +)" (a+ pr aq) a) 

ou 

, #1} 

(P ue Pb: LT + (Q = Q — (x? pt —— q Fin 

= | ) blz) 
p(x)etŸ(x) désignant, comme précédemment, des poly- 
nômes dont le second n’est pas divisible par x? + px+- 4, 
et l’on fera voir aussi, comme plus haut, que cette égalité 
exige 

PER NPOSE OS 

F(x) 
J(æ) 


qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance 


. les termes 





Il suit de là que, dans les deux valeurs de 


d’un facteur du second degré sont égaux; en suppri- 
mant ces deux termes, les deux restes auront encore, 
pour la même raison, deux termes égaux; et, en conti- 
nuant ainsi, on voit que les deux valeurs de la fraction 
considérée ne sont formées que de fractions simples 
égales chacune à chacune : il en résulte en même temps 
l'égalité des parties entières, s’il y en a. 

297. MÉTHODE DE pDÉcOMPOSsITION. — Pour effectuer la 

; 4e ? { Fix 
décomposition d’une fraction rationnelle (æ) 


R f(&) 


minera la partie entière et les fractions qui correspon- 


. on déter- 





dent aux facteurs réels du premier degré du dénomina- 
teur, comme on l’a vu aux n° 217 et suivants. Quant 
aux fractions qui correspondent aux facteurs réels du 
second degré, on pourra les déterminer successivement 
par le procédé même qui nous a servi à démontrer le 
théorème I. On pourra aussi faire usage de la méthode 
des coefficients indéterminés. 

Dans le cas où les racines imaginaires de l’équation 
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f(x)== 0 sont toutes inégales, on peut déduire la nou- 





velle PDSPARE de la fraction rationnelle F(z) de celle 


Î\x) au 
qui à été ble au n° 217. Soient, en effet À + k ÿ—1 


et À —}X V—1 deux racines simples 1 imaginaires et con- 
juguées de l’équation f(x) — 0; l'expression de la frac- 











tion 5e contiendra les deux termes suivants : 
F(A + 41) 1 
SLA À Veil a EE 
FRSUANE —1) I 
5 ns ne. | 
TEE mer ON AE Ne 


dont la somme a la forme 


A BV Le QE TE à TE 








l 


= pa | 
AUS 2 PER OR ee 


el peut en conséquence se réduire à une expression telle 





que 
Pr +— Q 
| Ce = hf + 4 
Il résulte de là que la fraction 7" À P 
résulte de là que la fraction Reg ET LE où P et Q 
désignent des constantes réelles, pourra remplacer, dans 


F{x) 
AA ae at 


respondent aux racines À = et 1: 





l'expression de les deux fractions simples qui cor- 


Conditions pour que l'intégrale d'une différentielle 
rationnelle soit algébrique. 


228. L'une des applications les plus importantes de 
la théorie qui vient d’être exposée est l'intégration des 
différentielles rationnelles. Nous n’avons point à nous 
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occuper 1c1 des détails de cette intégration, et nous nous 
bornerons à donner les conditions pour qu'une diffé- 
rentielle rationnelle ait une intégrale algébrique. 
Soit une différentielle rationnelle 
F(x) 


FE) 


f{x)= (x a) (x — AU ..(æ — [LE 


a, b, ..., l'étant des quantités réelles ou imaginaires; 


et 








on mettra la fraction 7 sous la forme 
Wé 
F(x A it 
DT ue), enr een 
VAE (æ—a}" Ce Liv D 1 
ei EHICRE AR Æ ne 
(m6 re be ie x 0 
L 1 L; nr LL L;_, 
A 2 NAT ETS 
F(x) 





dx, il faut multiplier par 
F(x) 
TE 


tous les résultats. Or les seuls, parmi ces résultats, dont 


Pour avoir l'intégrale de 


f(x) 


dx chaque terme de cette valeur de 





» et intégrer 


l’intégrale n’est pas algébrique sont ceux qui ont pour 
dénominateur la première puissance de l’un des binômes 
AT CA DTA. 

On a en effet, si & n’est pas égal à r, 


A dr ': À TES 
(x — a)" Li (&/—1)(x—a)"—t A 


SONT AE 





AGT. — Alog(x — a) + const. 


EU 


12 
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EL, dx ait une intégrale algébrique, 1l 


F(x) 


faut et il suffit que, dans le développement Ne en 


fractions simples, il n’y ait aucun terme dont le dénomi- 





Donc, pour que 


nateur soit du premier degré, c’est-à-dire que l’on ait 
À 41 0: Be, — 0, C1 — 0, 


Cela exige d’abord que le polynôme f(x) ne contienne 
aucun facteur linéaire simple. Nous avons vu, au n° 221, 
qu’en posant 








AG Ft En par EN Ets AU EE Ps 
On a 
ne é= 
À, = a Be_, un MN ALES 





NUE 1.2...(6—1) ne 
les conditions pour que Fa) dx soit algébrique sont 
donc 


dau) 0, bb 0, A ut1{/=20, 


quelles que soient les quantités a, b, ..., c, réelles ou 
imaginaires. 

Ces conditions sont en même nombre que les racines 
a, b,..., l; mais, si le degré de F{x) est inférieur de 
deux unités au moins à celui de f(x), l’une d'elles sera 
comprise dans les autres. Désignons, en effet, par m le 
degré de f(x), et supposons que F(x) soit au plus du 
degré m— 2; la partie entière E{x) de Te sera nulle, 
et, si l’on réduit au même dénominateur toutes les frac- 
tions simples, pour les ajouter et recomposer la fraction 
F(x) 


+7, ot VOHIEANS peine que le numérateur de la frac- 


FC) 
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tion ainsi obtenue contiendra x7-1 avec le coefficient 
Ar —< Be: À te LA. 


Ce coefficient doit être nul, puisque F(x) est du degré 
m — 2 au plus; on a donc 
ea) 45(D) m1 (1) 


MI en) ose 





el, par conséquent, l’une des conditions pour que 
F(x) : eur. 
[7 dx soit algébrique rentrera dans les autres. 
F4 


L’équation précédente comprend, comme cas particu- 
lier, une formule que nous avons établie au n° 217. 
? q 


Application à un problème de Géométrie. 


229. Comme application des considérations que nous 
venons de présenter, je traiterai ici succinctement un cas 
particulier d’un problème dont jai donné la solution 


générale dans le XXXV® Cahier du Journal de l'Ecole 


Polytechnique, et dont voici énoncé : 


Prosime. — 7rouver toutes les courbes algébriques 
dont l'arc indéfini s'exprime par un arc de cercle, et 
dont les coordonnées rectilignes sont des fonctions ra- 
tionnelles de la tangente trigonometrique de cet arc. 


Si l’on désigne par £ l'imaginaire ÿ—1, par À une 
quantité positive, et par © un angle réel, puis que l’on 
fasse 

t—(2—a)tHfz— b}PHfz—c)1#, ..., 
Tr =— (z — ra (z _— 6)P+1 (z = 7)2#1, 
a et « étant des constantes imaginaires et conjuguées, 


ainsi quebet6,cety,...,etm,n,p,gq,... étant des 
entiers positifs, la solution générale du problème proposé 
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sera donnée par la formule 








NY t (z — Au y 
(x) æ + iy = k (cosw + i sinw) er pps 
pourvu que les constantes a, b, c, ..., a, 6, y, ... 
soient choisies de manière que l’intégrale qui figure dans la 
formule précédente soit algébrique. On a effectivement 
Ë : ; ARS t (z— ir 
x + idy = k (cos + i sine) - ——— 
en D A À à ( o E Fi 
et, en changeant 1: en —1, 


#3 \me 
(z +-i) D 


dr — Ed = À (c08w — isino) = DE . 


La multiplication des formules précédentes donne 


k? dz? 


ET 


ÉTÉ dz 
d'où dx? JE dE = ——— 


dx? -- dy? an. ES an 


et 
ue Va 2? + dy? = À% arc tangz. 


Comme le degré du numérateur de la fraction 
ae est inférieur de deux unités au degré du dé- 


nominateur, si désigne le nombre des constantes &, b, 
c,..., Ou &, 6, 7, ..., 1l suffira de satisfaire à p—1 
conditions pour rendre algébrique l'expression de x+iy. 

Lorsque £ et + se réduisent à l’unité, notre formule ne 
donne pas d'autre courbe que le cercle; Le cas le plus 
simple est donc celui dans lequel on a 


t— (z— a)", ge (2 = {0} Et 


la formule (1) devient alors 


« = a\næHi ART A) 
(2) e+iy= (coso + isine) [EST ae 


(z cd) | a)r+1 (z EX ijn+2 cp. 


et une seule condition suffira pour que l'intégrale soit 
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algébrique. Pour trouver cette condition de la manière 
la plus simple, soit u une nouvelle variable et posons 


VS Éme ce t Cire z 
amer a — le 


A #4 2 a +i 





Faisons aussi, pour abréger, 








(3) ec me R 
later 
on aura 
dz FAPET RL 
(z +} D INAhSS TE F4 
et 
(z — i)"dz 1Ufa—i\vmri 
LR REA Le AP RRELE | m 
(z ip ee ù me 
puis 
FRAIS FE U — I 
PONT EVE. O1 


D'après cela, la formule (2) devient 


; ut {nu — 1)" du 
c+iy=s | (a cer 7 





en faisant, pour abréger, 


I CN le) À n+1 DL +1 
— — À(cosw + isine ) | —— . 


2 &œ —— à a + i 





On voit alors que la condition pour que x+iy soit algé- 
brique est | 
d? (dis (& ET 17 ba 

(4) Me PT 


Cette équation en £ est du degré m + r; elle a une ra- 
cine égale à 1, et, six est inférieur à me, elle a m—n ra- 
cines nulles ; le nombre des racines différentes de o et 
de 1 est donc égal au plus petit des nombres m et n; on 
reconnaît que toutes ces racines sont réelles, inégales et 

S.— Alg, sup., I. 33 
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comprises entre o et 1, en appliquant 7 fois de suite le 
théorème de Rolle à l'équation 


ERIC EUR 0, 


qui a m racines nulles et 7 + 1 racines égales à r. Les ra- 
cines nulles de l’équation (4) ne peuvent nous convenir, 
car, pour é = 0, la formule (3) donne a=——1 ou a = +1; 
mais l’une de ces équations entraîne l’autre, puisque a 
et « sont conjuguées; les facteurs z— a, z — x de- 
viennent z +1, z—1; par suite on retombe sur le cas 
où les polynômes t et 7 se réduisent à l’unité. Pour £ =1 
l'équation (3) donne a = «, et la formule (2) se réduit 
encore à celle que donne l'hypothèse £= rt —1. 

Mais à chacune des racines € comprises entre o et 1 
répondent, pour a et æ, des valeurs imaginaires et con- 
juguées l’une de l’autre. Remarquons d’abord qu’on peut 
supposer 


(5) at 


sans diminuer la généralité de la solution, car on ramè- 
nera le cas contraire à celui-là par un changement de va- 


ÿ . Ua EE j 
riable. Il suffira effectivement d'écrire pr au lieu de z, 
nt 
en prenant pour € l’une des racines de l'équation 
È dt 
S'en mie Lee /0) 
LI ES 
par la transformation dont il vient d’être question la 
formule (2) devient 
Ne Z— a 7-1 D "4 Re; 
x + à = A(coso -- isino (27e PRRNRE SUR dz, 
(z er. C4 Ld (z Es us 


a; et 4, ayant les valeurs suivantes : 
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d’où l’on conclut a; «, = 1. On peut donc admettre l’é- 
quation (5) et de cette équation combinée avec (3) on 
üure alors 








LSNE PRE 
NERO TON 
_ 2 ve POP 
FHNE I1-+ C * 
C 


en donnant à a et à & ces valeurs, dans la formule (2), 
l'expression de x + iy sera algébrique. 


Détermination d’une fonction rationnelle par le moyen 
des valeurs qui répondent à des valeurs données de 
la variable. 


230. Une fonction entière du degré m de la variable x 
est entièrement déterminée lorsque l’on connaît les va- 
leurs de cette fonction qui répondent à m +1 valeurs 
données de x. Quand les valeurs de x dont 1l s’agit for- 
ment une progression arithmétique, la fonction peut être 
obtenue par la méthode que nous avons exposée au n°156; 
mais 1l est important d’avoir une formule qui embrasse 
tous les cas. Cette formule est précisément, comme on va 
le voir, celle qui a été établie au n° 217, et qui exprime 
la valeur d’une fraction rationnelle décomposée en frac- 
tions simples. 


Soient 
Lo; Ui, Ua, +.:, Un 


les valeurs d’une fonction F(x) du degré rm», correspon- 
dant aux valeurs données 
Mn As Los +. Em 


de la variable x; posons 


He) = (x — æo)(x — x) (æ = La) Le (æ ie Æptly 
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on aura 


fe = el , fe) LL fe 


} PES BALE 0 dar ee en TS de RARE : 
LA Nr Æo Es 4 7) LT nm 


ct> par conséquent, 
PARLE = (y — Zo) (x, — EE PR (zu — Zn): 


Cela posé, le degré de f(x) surpassant d’une unité celui 
ŒE{x), on a (n° 217) « 
F(x) L4 F(r) I F(x;) I Fig I 


A Er TR AS CGT A nS tne 
PR Pile) go EL eee T'en) 





et, en chassant le dénominateur f(x), il viendra 
F\æ) SAUT (re cp es — æ).: AC mn) 
(to —x1) (To — Ze). . . (To — LAN 

far x — xo)(x — Xa)...(x — x) PA 
(Ti — +) (x AT RSA re Lo 

| 2 DAT OR SEAT (en 

Um 
(Tm — NES — 2% | (Sn na 


Cette formule donne la solution de la question propo- 
sée : d’ailleurs celle-ci ne peut admettre une autre solu- 
tion; car, s’il existait une fonction F,{x) du degré m, 
différente de F(x) et satisfaisant aux conditions du pro- 
blème, l'équation 


Fi(z) — F(x) = 0, 


qui est au plus du degré m, admettrait les m2 +- 1 racines 
Los Lis +: Lm) CE Qui est impossible. 

On peut encore résoudre la même question en raison- 
nant comme il suit : si les valeurs données wo, ui, ... um 
sont toutes nulles à l'exception de l’une d'elles wy, et 
que celle-ci soit égale à l’unité, il est évident que la fonc- 


tion demandée est déterminée et a pour valeur 
(rer mir — mit (æ — ÉY 5 \ 


M } 


(tp — To): (tn — us) (ru — ru). (za — x) 


Reise 
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Cela étant, on aperçoit de suite que, dans le cas géné- 


ral, la solution du problème proposé est donnée par la 
formule 


Fix) SA X En de +... + D 


231. Il est souvent plus avantageux de donner à l’ex- 
pression de la fonction demandée F(x) la forme à la- 
quelle nous avons été conduit au n° 156, dans le cas 
particulier où les valeurs données de la fonction répon- 
dent à des valeurs équidistantes de la variable. On y 
parvient facilement par la méthode des coefficients in- 
déterminés; car, si l’on pose 


F(x)== A0 + À; [x — 0) + Ar — x) (æ — Zi) 
—- À; ( ——— Lo) be — æ) (æ — x) Heat 
DR dan ares Ni 


les constantes À, À,,..., À,, pourront être déterminées 
successivement au moyen des équations de condition 


Ug — A, 
: \ 
Us LE 27 A, A es Az —— Lo }; 
AG Ale 2) + A.{r — x, )(r —x 
Eee port (ea HORN Po TER 7 PQ Eve 1 Js 
lu à dut Re LE ee te à : 
! de 
He Ag TA (ln —%0) Gi rar br — Lo}... (LT — Done 


Lorsque les valeurs données 


Los Lys es Lm 


forment une progression arithmétique dont la raison 
est », on tire immédiatement des équations précédentes 
Au, 


AT 1 A,= ———— ; 
g Hs ; F0 un 





et l’on retrouve la formule du n° 156. 


18 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


232. La formule du n° 230 n’est qu'un cas particulier 
d'une autre formule plus générale, que Cauchy a fait 
connaître dans la Note V de son {nalyse alsébrique, 
qui donne la solution du problème suivant : 


ProszÈme. — 7}ouver une fonction rationnelle u de 
la variable x, dont le numérateur et le dénominateur 
soient des fonctions entières des degrés m et n respecti- 
vement, connaissant les m-- n +1 valeurs de u qui ré- 
pondent à m+ n+x1 valeurs données de x. 


Il est évident que ce problème ne peut admettre 
qu'une seule solution; car, si deux fonctions distinctes 








remplissaient l’une et l’autre toutes les conditions de 
l’énoncé, 1} est évident que l’équation 


F(æ) Az) —F(x)f(x) =o, 


qui est au plus du degré m7 + n, admettrait pour racines 
les m + n + 1 valeurs données de x, ce qui est impos- 


sible. 


Cela posé, soient 
Uogs y, Us, :.., Un 
les valeurs de u qui répondent aux valeurs données de x, 


Los Lis Los .., Cmtne 


Supposons d’abord que mn de ces m + n valeurs de w 
soient nulles; que l’on ait, par exemple, 


Up, —O, Uyy9 — O0, ..., Urim —=O; 


il est évident que le numérateur de la fonction cherchée 
sera 


À (x T4 CHA à (x rl Tn+2): .. (æ Et Lntm )» 
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a 
219 


À étant une constante arbitraire; par suite, le dénomi- 


nateur sera égal à 


et si l’on donne à x les valeurs successives xo, x, . 


A(Z — æn4) (% — 


(æ- 


LS : 


74 


il prendra les valeurs correspondantes ; 


A 

Fe (Zo à y Ln+1) (x > ape ….. (x Pa 
Uo 

À 

ra (æ, Ln+1 ) (x Ln+2 ) : (a 

7 

A 

2 (Tr ln-+1 ) Car ln +2 ) ( En 
[48 


\ 
Lnm 


Ste Ta ee 


\ 


Ln+in ] 
ESP EREALS TE 


TD PR à 


on peut donc obtenir l'expression du dénominateur de « 
par la formule du n° 230, et l’on trouve ainsi 











A x — x) (æ — CA r © Tu 
üo (to in) T1) À 7 (To Lis Zn+m) (2 ui x) (y PUR 44 JU: (#, ir, | ? 
Â (e — xo) (x — x)... (x —+,) 
*e PA (æ Let) os (ti Te Lyme) (æ su 0) (æ, EN T3) Ha (x - -æzy») fl 
A . : (x rh to) (ai — ay): de I x; 1) 
—- PE Es Pa re (rs To ( Un Xo) foie 2) Wa (æ, (LA Li ) 


Alors, en donnant à la constante arbitraire A la valeur 











I 
Mie U U; Us . : Un 7 Ne deait DL A: $ " 
(æ te TL ns ) Ha (To — Ln+m ] 
(aa I 
TES 7 
(æ e HE) te (2 AE dre) 
I 
SC 


y 


— Lpy)o.. (zx 





n 
/ 


— 4 
ÊTS nr | 


J 
x 
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le numérateur de la fonction w sera 


(æ se Lys) (x A LHPORE LUE (æ La Tyem) 1 ? 
LE, + ae Ne 








(1) HE OR 


f [ L TX D RUES | d 


170 TS 
et cette même fonction aura pour dénominateur le terme 


rc lr eh 


(9) Hu TE Le - 
| je vi [(x a Th) 74 (x, Fe FR À Se [ar T4 Ty) F (Ti "E Lyem} 








augmenté des 7 termes qu’on en déduit en faisant toutes 
les permutations des indices 0, 1, 2, ..., n. 

L'analyse du cas particulier que nous venons d’exa- 
miner nous conduit immédiatement à la solution du cas 
général. 

Supposons effectivement que les quantités wo, u4, .……, 
Unym SO0ient quelconques; faisons dans chacune des ex- 
pressions (1) et (2) toutes les permutations possibles des 
mn -1 1 indices 


o,41 2 ee, mir 
et ajoutons, dans chaque cas, tous les résultats obtenus. 
La première somme sera le numérateur de la fonction 


demandée, et la seconde somme sera son dénominateur; 


on Aura ainsi 


(x — x.) (rx —x,.,).. A: — SN 


LUS n+2 
RES 4 (rss Nate, Sr, = x site CR +. 
| (ty —&) (x, — x). Th — x} 
DATANT Ares ES AOL GER Gt Me Ce 
[er — 2x.) = x, LT), (NES 


Rien n’est plus facile que de vérifier ce résultat; faisons 
en effet x = x,, le numérateur de la formule précédente 
se réduira au produit de w, par la somme 


n 


2 (x 1 Lytm] SE [Ca TT dy: ) ire (te es Tyrm)] 


UyU...U,_, 





(Tr Lure 


où les termes qui suivent le premier se déduisent de ce- 


ul — 
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lui-ci en faisant toutes les permutations des m-+ n in- 
dices 
RULES dun die 22 rl PERLE RL E JP = 72, 

Or c’est à cette somme que se réduit aussi le dénomi- 
nateur de uw pour x==x,; donc la formule (3) donne 
U = Un POUr X — TX}, et, comme tout est symétrique par 
rapport aux indices, on au = u, pour x = x,, quel que 
soit l'indice y. 

La formule (3) subsiste dans le cas de 7 — 0, pourvu 
qu'on réduise son dénominateur à l’unité; elle coïn- 
cide alors avec la formule du n° 230; elle subsiste éga- 
lement dans le cas de m == 0, pourvu que l’on remplace 
le numérateur par wo us. . . Un. 

Dans le cas de m=—n=— 1, la formule (3) donne 














Des series récurrentes. 


233. Une série 
dy + Tr + da -+ a+... a at +..., 


ordonnée par rapport aux puissances entières et crois- 
santes de la variable x, est dite récurrente, lorsque, pour 
toutes les valeurs de 7 supérieures à une certaine limite, 
le coefficient de x” peut s'exprimer, quel que soit 7, par 
une même fonction linéaire des coefficients des puis- 
sances inférieures pris en nombre fixe. En d’autres 
termes, la série que nous considérons sera récurrente, 
si, pour toutes les valeurs de 7 qui surpassent une cer- 
taine limite, on a identiquement 


+. : ou ES As - AN TA 
Xo nm ï Lg ppm Te ee IT Um An 7 Xm An — 0, 


Fr 28 be Er Ed im 77 ICE CITE MES à L'ALSSRR 
HE (x, PTE T) (x, a Ti) ue Ent 2 (x, — x) var (x, + Li) (x, — x) 
Lo — ZX X, — & À, — & 
D 74 EURE ee 
Mr, — 7x) (A TS) (x, 2) (x, y T') FER 2} (ZT; — ï,) 


LI 
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Qt 


m étant un entier quelconque, et «5, &1, ..., am des 
quantités constantes. La suite de ces quantités 


gs Lys + Am 


est ce qu’on nomme l'échelle de relation de la série 
récurrente. 

Cela posé, nous établirons à l’égard de ces séries les 
deux propositions suivantes : 


THéorÈmEe À. — Lorsqu'une série ordonnee suivant 
les puissances croissantes de la variable x est à la fois 
conver gente et récurrente, elle a pour somme une frac- 


L | 


tion rationnelle. 


En effet, soient v (x) la somme de la série proposée 
(a) Ag FAT + dr +... + anxtt +... 


el 
HR RE OR 2 


son échelle de relation, en sorte que l’on ait 
(2) Lo nm TT Li Enm+i eee Em En-1 7 Em An = O, 


pour toutes les valeurs de 7 supérieures à une certaine 
limite. 
Posons 


Fe} pe ho he en es 


et multiplions la série (1) par le polynôme f(x). Chaque 
terme de ce multiplicateur donnera pour produit une 
série convergente, et la somme des m + 1 séries qui ré- 
pondent ainsi aux m+1 termes de f(x) sera évidem- 
ment une série convergente qui aura pour somme le 
produit o(x) f(x). Or, en ordonnant cette dernière 
série suivant les puissances de x, on trouve que le coef- 
ficient de x* est précisément le premier membre de 
l'identité (2); et, comme ce premier membre est nul, 
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pour les valeurs de 7 qui surpassent une certaine limite, 
la série que nous considérons se réduit à un polynôme 
F (x) composé d’un nombre fini de termes; on a donc 


d’où 





ce qui démontre le théorème énoncé. 


THéorÈme Il. — Aeciproquement, toutes les fois 
qu'une fraction rationnelle peut se développer en une 
serie convergente ordonnée suivant les puissances crots- 


santes de la variable, cette série est récurrente. 
F(:) 


\ 


HI) 





En effet, supposons que la fraction rationnelle 


soit développable en une série convergente et que l’on 
ait 





à x) 
D 


pour certaines valeurs de la variable +. Soit aussi 


= dj RAT + di +... Hay at +. ., 


(2) AE | Gp CPI AT LE ei D me 
Le produit de la série (1) par le polynôme (2) est une 
série convergente qui a pour somme le produit 
= fix)=F(xr); 
38 (x) \ ) \ ) 


donc, pour toutes les valeurs de 7 qui surpassent une 





certaine limite, le coefficient de x”? dans le produit doni 
il s’agit doit se réduire à zéro. Or ce coefficient a pour 


valeur 
C0 An—m 1 Li En—m—i eee À m1 En1 1 Am n° 
donc on a 


Lo An me Et En mil sent Em An TT Em En —,Q0 
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pour toutes les valeurs de 7, à partir d’une certaine l- 
mite; cette condition exprime que la série proposée est 
récurrente. 


234. On peut obtenir de la manière suivante le déve- 
loppement d’une fraction rationnelle en série ordonnée 
par rapport aux puissances croissantes de la variable. 
Are 


fractions simples, et supposons que l’on ait trouvé 


pepe ke INT 
FU) = El) - Ÿ danse 


Pour résoudre la question que nous avons en vue, il 
suffit de développer en série, par la formule du binôme, 





Décomposons la fraction rationnelle donnée en 














: : À 
chacune des fractions simples ja j ou A(x—a) ”. 
rer uCE ; 
On a ainsi 
D LEE Re Ne À SAT QE 
eat at (ri ©) 
&œ ax œ [œ - -1) x? 
1+ 7 Rs 
“be Ia 1.2 a? , 
œ(œ +1) (a+ n—1)zxr" ; 
RE a 


et, Si pn désigne le coefficient de x” dans E (x), le terme 
F (x) 
fix) 


æ(x—1)...(æ-+-72—1) A 
due | 


Dans le cas particulier où les racines a, ... de f(x) 0 





général du développement de en série sera 





TE à Fa 
sont toutes simples, on a & = 1 et À — (ar le terme 


f(a) 


Ct 
D 
OT 
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général se réduit à 


Ainsi la série récurrente dans laqueile se développe la 


fraction pe peut s’obtenir par l'addition de plusieurs 
Fe) 

séries provenant des développements de diverses puis- 
sances négatives eLentières des binômes a—x, b—x,..…. 
D'ailleurs ces séries sont convergentes pour toutes les va- 
leurs de x, dont le module est inférieur au plus petit des 
modules des quantités &, b, ...; on peut donc énoncer la 
proposition suivante, qui est un cas particulier d’un théo- 


rème de Cauchy relatif au développement des fonctions : 


TuéoriMe. — Üne serie provenant du développe- 
ft) 


pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x dont 


ment d’une fonction rationnelle - est convergente 


le module est inférieur au plus petit module des ra- 
cines de l'équation f (x) — 0. 


ExEMPLE. — Proposons-nous de former la série récur- 
rente dans laquelle se développe la fonction 


P+Qxr 


SET : * | 
I1— 27 C0S® + x? 





Q (x) = 


où P, Q et w désignent des constantes données. 
Décomposant cette fraction en fractions simples et 

employant, comme nous l’avons déjà fait précédemment, 

la notation usuelle des exponentielles imaginaires, savoir, 


NE E cos V1 sine; 


on à 


pr) — PRET à : 


— —— ) 
1 — re V—1 1 — xe—%V—1 
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À et B étant des constantes qui ont respectivement pour 


valeurs 
Di PesNTILL 0 Le Pe-vv-1Q 


———3 Ds 


2 sinw ÿ— 1 2 sinwYÿ—1 





Développant en série chacune des parties de o{x), on 


o (x) SA a æt env VA B D xte—nv V1, 


ou, en remplaçant À et B par leurs valeurs 


trouve 


Fig E He trls RES RES ER PR ce 
2 sino ÿ/—1 





(x) =S Re Vi + Qje"s Vi Uopge V + Qhe-no à 


En remettant à la place des exponentielles imaginaires 
leurs valeurs, on a, toutes réductions faites, 





P + Qx Psin(2+1}o+Qsinze , 
————— — — — ——— , - % 
1— 227 COS —- 2? Sin w 


Le terme général du développement est donc 


sin(z +1) SN26 
E : - + Q — eue 


Sin © SIN w 











? 


Or 
D 
NI 
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CHAPITRE IV. 


DES FONCTIONS ALTERNÉES ET DES DÉTERMINANTS. 
APPLICATION A LA THÉORIE DES ÉQUATIONS. 


Des fonctions alternées. 


235. On nomme fonction alternée de plusieurs quan- 
tités toute fonction qui change de signe, mais en con- 
servant au signe près la même valeur, lorsqu'on échange 
deux quelconques de ces quantités entre elles. Nous ne 
nous occuperons ici que des fonctions alternées ration- 
nelles. 

Il résulte de la définition précédente que le carré 
d’une fonction alternée est une fonction symétrique. 

Quand on échange plusieurs quantités entre elles, 
d’une manière quelconque, on dit que l’on a exécuté sur 
ces quantités une substitution : la substitution qui a pour 
objet de remplacer deux quantités l’une par l’autre se 
nomme transposition. Nous reviendrons avec détails, 
dans la suite de cet Ouvrage, sur ces importantes notions; 
pour le moment, 1l nous suffit de remarquer que toute 
substitution qui ne se réduit pas à une transposition peut 
être exécutée par le moyen de plusieurs transpositions 
successives ; car, si, par la substitution dont il s’agit, une 
certaine quantité a doit venir prendre la place occupée 
par la quantité b, on pourra produire ce premier effet 
par la simple transposition dés lettres a et Bb; la quan- 
uté a occupera ainsi la place qu’on veut lui assigner, et 
il restera à exécuter une certaine substitution sur les 
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quantités restantes. On peut appliquer à celle-ci le raïi- 
sonnement que nous venons de faire et, en continuant 
ainsi, 1l est évident qu’on aura exécuté la substitution 
proposée au moyen de plusieurs transpositions. 

Cela posé, soit V une fonction alternée. Une première 
transposition changera V en — V, une deuxième trans- 
position reproduira la valeur primitive V, et ainsi de 
suite; on peut donc énoncer la proposition suivante : 


Une substitution qui équivaut à un nombre pair de 
transpositions ne change pas la valeur d’une fonction 
alternée V ; au contraire, toute substitution qui équivaut 
à un nombre impair de transpositions change V en — V. 


236. Il est facile de former l’expression générale des 
fonctions alternées de m quantités 


(1) PEN LEA CRUE 7 ALES Re ET À 
Désignons, en effet, par P le produit des RE JL 
différences 
(b — a), 
(c— a), (ce — b), 
2) {(a—a), (40, (ao, 


ON PCM à € 0 , 


({— a), (28), (l— c), HR (Z—k); 


je dis que P est une fonction alternée. En effet, soient « 
et 6 deux quelconques des quantités (1), dont nous écri- 
rons la suite de cette manière : 


CR Poerie ei th), PAR 


la différence 
G6— « 


fera partie des facteurs (2) qui composent le produit P; 
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Le 


écrivons ceux des autres facteurs de P où la quantité & 
figure en regard des facteurs qui dépendent de 6 : 








(a— a), ..., (a—e), | (6— a}, ..., (6—e), 
gas ..1(4— a) (6 gli ss 162), 
U — a), NH (l — «), ue Kt (Z—6), 


Les facteurs qui composent l’une quelconque des trois 
lignes de ce tableau peuvent être groupés deux à deux, 
de manière que le produit des différences d’un même 
groupe, tel que 


(xa—a)(6— a) ou (g—a)(8—g) ou (j—«x)(j —6), 


ne change pas quand on transpose & et 6; d’ailleurs, par 
cette transposition, 6—«x se change en 4 —6; donc 
aussi P se change en — P, et, en conséquence, le pro- 
duit P est une fonction alternée. 

Soit maintenant V une fonction rationnelle et alternée 
quelconque des quantités (1); le rapport 


V 
P 


ne changera par aucune transposition; donc ce rapport 
est une fonction symétrique S et, par conséquent, 


VS: SP! 


On a ainsi cette proposition : 


Faéorkme. — Z'oute fonction rationnelle et alternee 
de m quantités est égale au produit d’une fonction 
FA LLÉN F4 à 28 à NDS 
symétrique et Fa Le LORRAINE différences obtenues en 
2 


combinant deux à deux les m quantités données. 


Si la fonction alternée V est entière, la fonction symé- 
S., Alg. sup. — I. 3/ 
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trique S sera aussi entière. En effet, V se changeant en 
— V par la transposition des lettres a et b, il est évi- 
dent que l’on a V — 0, quand on pose b — a, et, en 
conséquence, le polynôme V est divisible par la diffé- 
rence b— a ou a — b. D'ailleurs a et b désignent deux 
quelconques des quantités données, et il en résulte que 


V est divisible par P. 


237. D'après ce qui précède, l’étude des fonctions 
alternées est ramenée à celle de la fonction P. 

Si l’on effectue le produit des différences (2) et qu’on 
opère la réduction de termes semblables, on aura la va- 
leur de P sous la forme d’un polynôme homogène du 


mim—1) + 
5; Par rapport aux quantités a, b, 





degré 


L'inspection du tableau des différences (2) montre que, 
dans la partie de P multipliée par {” ", le coefficient de 
[”7" s'obtient en rejetant la dernière ligne du tableau (2) 
et en faisant le produit des différences restantes; pa- 
reillement, dans la partie de ce coefficient qui est mul- 
tipliée par #”?, le coefficient de #7? s'obtient en re- 
jetant les deux dernières lignes du tableau (2) et en 
multipliant les autres différences; en continuant ainsi, 
on reconnaît que la fonction P renferme le terme 


PA b1 c? d N Jn—2 gri—1 


avec le coefficient + 1. Nous donnerons à ce terme le 


nom de terme principal. 
Cela posé, je dis que l’on a 


P 3 se a bic? ete km—2jm—A1, 


Dans cette formule, le signe Ÿ embrasse les 1.2...m 
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termes qu'on peut former, par les substitutions, au 
moyen du terme principal. Celui-ci a le signe +, et cha- 
cun des termes qui suivent a le signe + ou le signe — 
suivant qu'il se déduit du terme principal par un nombre 
pair ou par un nombre impair de transpositions. 

Pour justifier notre assertion, soit 


H ac bé cr... 


un terme quelconque du second membre de la formule 
précédente, les exposants «, 6,7, ..., À étant les nombres 
0,1, 2, ..., (m—1) pris dans un certain ordre. La 
même fonction renfermera aussi le terme 


a Oo. ASIN 


qui se déduit du précédent par la transposition des 
lettres a et b; ces deux termes ont d’ailleurs des signes 
contraires, car les substitutions au moyen desquelles on 
les déduit du terme principal équivalent l’une à un 
nombre pair, l’autre à un nombre impair de transposi- 
tions; enfin la somme des deux mêmes termes est divi- 
sible par  — a. Il résulte de là que la fonction considérée 
est divisible par le produit des différences (2), c’est- 
à-dire divisible par la fonction P; en outre elle est du 
même degré que celle-ci et elle a avec cette fonction un 
terme commun : donc elle lui est égale. 

On doit remarquer qu’au lieu d'exécuter les substitu- 
tions sur les lettres 


on peut, si on le juge à propos, les faire porter sur les 


exposants 
QD: 22) «be (Mir 1). 


? « 
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Des déterminants. 


238. Considérons les m° quantités 


44 by; co te EUR Lo, 
d;; b,, Ci RENE l;, 
(1) (Eds, D, Cas ds es HE 
RE ER er TRES ARE UDE 403 
Am Bit SC ea as m1) Unts 


qui forment 77 lignes horizontales comprenant chacune 
m termes, ou m colonnes verticales également composées 
de m termes, et reprenons la fonction alternée 


P — ) + able? Æm-2 pn—1 


des m quantités 
HS ONCE AN 


Supposons que dans chacun des termes de P on remplace 
tous Les exposants par des indices de même valeur, et 
désignons par D le résultat qu’on obtient ainsi; on aura 


(2) D. LE 9 bi Ca. Ame line 


La règle que nous avons donnée pour former les diffé- 
rents termes de P s'applique aussi à la fonction D; ainsi 
dans cette fonction chaque terme a le signe + ou le 
signe —, suivant qu'il faut un nombre pair ou un nombre 
impair de transpositions pour le former au moyen du 


terme principal 
+ Go ba Ca. Emo lm 1. 


La quantité D est une fonction des m? quantités (1) : 
elle est dite le déterminant de ces quantités et l’on écrit 
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habituellement 
| & Bo Co L 
| Sata ed le Relier ele Late Eee | 
| An bre Cm—1 °°: Em | 


Les substitutionsnécessaires pour former les termes deD 
au moyen du terme principal peuvent porter indifférem- 
ment, soit sur les lettres a, b, .…, L, soit sur les indices o, 
1,..., (m—1), d'où l’on peut conclure cette proposition : 


Un déterminant ne change pas de valeur lorsqu'on 
remplace les colonnes verticales par Les lignes horizon- 
tales, de manière que le terme principalreste le méme. 


Le déterminant D est une fonction linéaire et homo- 
gène des m quantités 





Æo; di) cs) Anis 
et si l’on pose 
(4) D= À, &o Te A4; TE À; do CUS MU Ant dm—19 
la formule (2) montre que À, n’est autre chose que le 
déterminant 

A à) ZE 04 Ce... Ema Um 
ou 
EURE Run AE 
SOLE E | 
A6 == 3 C3 ls 9 
LE Cm—1 Un | 





dans lequel ie terme principal est &; ce. Un-1 S1, dans la 
partie À, a du déterminant D, on transpose les indices o 
et 1, on obtiendra les termes en a, changés de signe, 
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mais les signes seront rétablis si l’on fait ensuite la trans- 
position des indices o et m— 1; on a donc 


| b, c SLR NU 
b; C3 la | 
At ; AE 





ATOME Cm—1 Plane Lt 


| b C) AN PRES 2 | 


et, en continuant ainsi, on voit facilement qu’on obtien- 
dra, quel que soit 





| Durs Cuta lits | 
| .. .. 
| 
(5) QE | Om Cm—1 En È 
ANNEES Co ES er | 
DRAC EE RES | 


Il résulte de là que, sachant former le déterminant re- 
latif à (m — 1)? quantités, on saura former également le 
déterminant qui se rapporte à m1? quantités. 

Comme la fonction P change de signe quand on trans- 
pose deux des lettres a, b, ..., ou deux des exposants 0, 
1, 2, .…, 1l est évident que le second membre de la for- 
mule (2) changera également de signe si l’on transpose 
soit deux lettres, soit deux indices; on a par conséquent 
cette proposition : 


Un déterminant change de signe en conservant la 
méme valeur absolue quand on échange entre elles soit 
deux lignes horizontales, soit deux colonnes verticales. 


Et il en résulte cette conséquence : 


Un déterminant s’évanouit lorsque deux lignes hori- 
zontales ou deux colonnes verticales sont composées des 
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mémes termes, ou lorsque Les termes de l’une sont pr'o- 
portionnels aux termes de l’autre. 


Ainsi la formule (4) donnera 
O == A006 + Adi +... + Amrôm- 
(61 O — A9 Co + AC +... + Am 1Cm-1) 


1. Bates So ed ele nu din em al are ls a on ee 6016, 


O—A5lo+ Al +...+Amilm 


239. Remarquons encore que les fonctions P et D de- 


viendront identiques si l’on'a, quel que soit u, 
dy — 4, Dai 0 Ar li É a Lys 


d’où 1l résulte que la fonction 


AUS NAS Ua at AU SE e EN LT le let e.5) à Up l'E a fe Le. où er Te 


\ 


est égale à l’un ou à l’autre des déterminants 


un: I NET | Fa ARR EG HU 

RARE PA dite url |: b 6? ... bn 
Diésa b? pue) 72 | RD NT RE Cor 

| ! Re digà 

| a! bri-1 ed m1 | NÉ l Pl pri—1 | 


D'ailleurs, si l’on pose 
F(z)={x—a)(x—b)(x—c)...{x—1), 


On à 
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et l’on conclut de là 


M (771 —À) 


D'=(—1) ? F{a)F'(6)...F'(4) 


} 


240. RÉSOLUTION DE 772 ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 
À M INCONNUES. —— Les formules du n° 238 donnent im- 
médiatement la résolution d’un système d'équations du 
premier degré entre un pareil nombre d’inconnues. Car 
soient les m7 équations 


AT + boY Co hot lou == \$9» 
dj; ZX nn as bi he C13 ne rt lu 22 Sy, 
LITE Pan Dés en BD D EN RE : 
Amir + OmiS Fee Flmau = Sms 
entre les m inconnues x, y, z, ..., u. Conservons les no- 


tations du n° 238, et ajoutons les équations proposées, 
après les avoir multuipliées respectivement par les facteurs 


A5 À) Asp js. » Ama 
on aura, par les formules (4) et (6) du n° 238, 


Dr A 80 HA SR A me Smet 


ou 
Dre 


en désignant par X ce que devientle déterminant D quand 
on remplace la lettre & par s, en conservant l'indice. 
S1 donc on représente par 


DL Zi oo M 


les valeurs que prend D, quand on remplace par la 


lettre s chacune des lettres 
MR D TAC ES FN 


? 


successivement, les valeurs des inconnues seront repré- 
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sentées par les expressions suivantes : 


ve Y 4 U 
Pis) MERE LL CTI, | (7 Re 
D y D D D 
dans lesquelles le dénominateur commun est précisé- 
ment égal au déterminant D. 


241. Il n'entre pas dans nos vues de présenter une 
étude complète des déterminants, et, pour ce qui re- 
garde les détails de cette théorie, nous renverrons le lec- 
teur au Mémoire de Jacob1 publié dans le tome XXII du 
Journal de Crelle, Mémoire dans lequel l'illustre géo- 
mètre a présenté une exposition d'ensemble qui ne laisse 
rien à désirer. Nous nous bornerons ici à établir les pro- 
positions qui sont ind+spensables pour l’objet que nous 
nous proposons. 

Il convient, dans ce qui va suivre, de faire une légère 
modification aux notations dont nous avons fait usage 
jusqu’à présent. Au lieu d'introduire plusieurs lettres 
affectées d’un indice, pour représenter les quantités 
données, je n’emploierai désormais qu’une seule lettre 
affectée de deux indices. 

D’après cela, un système de m? quantités données sera 
représenté par 


Ayo o,gs + + > Amis 

Æj,9) Ao,9) Len yn,2s 
(1) 

Œiims +5 ++. Amm,m; 


l'expression générale de ces quantités sera ainsi 
@i, j) 
chacun des indices et pouvant prendre les m valeurs 


Pi nel =), M, 
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et le déterminant sera 


(2) : D => rs Ai,1 d9,2 + + : Am,m à 


quant au terme principal, 1l sera toujours 


! 
re Œ;,1 Ag,2 + . yn,m) 


et tous les autres s’en déduiront en conservant la série 
des premiers indices dans l’ordre naturel, et en exécu- 
tant sur la série des seconds indices toutes les substitu- 
tions possibles. Chacun de ces termes sera d’ailleurs 
pris avec le signe + ou avec le signe —, suivant que la 
substitution qui l’a fourni équivaut à un nombre pair ou 
à un nombre impair de transpositions. 

Il est évident qu’au lieu de faire porter les substitu- 
tions sur les seconds indices, on peut, si on le juge à 
propos, les exécuter sur les premiers indices. 


242. On doit remarquer que, si l’on a 
Œi,j ni 0, 


pour toutes les valeurs de z inférieures à 7, le détermi- 
nant (2) se réduit à son terme principal. En effet, 
quelles que soient les quantités (1), on a (n° 238) 


ue \ FEAR \ une 
Dai: = A3,9 3,3... Ayn,m *r” da,1 3,9 Age An, pn—1 Œi,m 


| ) —|- s 
Gti d3,1 Ts &,,2 As,3: É -yn,m—2 di ,m—1 o,m SE 


dans notre hypothèse, les déterminants partiels de cette 
expression s’évanouissent tous, à l'exception du premier, 
car chacun des termes dont ils sont formés renferme un 
facteur égal à zéro. On a donc 


Dés: cou Ag,3e + Am,m) 
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par le même raisonnement, on trouvera 


\ SE us \ 
—_— ,9 3,3: « Ayn,m ré = Æa,9 Æas,s. À “Am,m ? 


— lyn1,m—14 Gyn,m — m—1,m—1 Em,m) 


et l'on a, par conséquent, 
D = di ,1 A, LE: *!Im,m° 

243. Soient D le déterminant de m? quantités a; ; et 
D'ce qu'il devient quand on donne à chaque élément a; ,; 
l'accroissement «;,;; il est facile de trouver l’expression 
de D’ ordonnée par rapport aux accroissements «. 

Le déterminant D étant une fonction linéaire et ho- 
mogène des quantités 
(x) Mij,qs os ++, m1 


si l’on donne à ces quantités les accroissements respectifs 


(2) Lt D2,1s + Am, 


D deviendra 
D + D,, 
en désignant par D, ce que devient D quand on y rem- 
place les quantités (1) par les quantités (2). 
Si, dans cette dernière expression, on donne aux quan- 
tités 


(3) Ay,9s 9,9 +++, Am,2 


PEL 


les accroissements 


(4) Li,2s À2,95 + + 5 Am, 


et que l’on désigne par D, et D, , ce que deviennent D 
et D, par la substitution des quantités (4) aux quan- 
tités (3), on obtiendra pour résultat 


D + (D; + D;) + Di; 
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en poursuivant cette série de substitutions, on parvien- 
dra à l'expression de D’ qui sera évidemment 


D'=D+S,+S, +...+S,,; 


dans cette formule D, désigne généralement la somme 
MIM I), . (M LUN À : 
des ) Er ) déterminants que l’on ob- 
API 


tient, quand on remplace la lettre a par & dans y lignes 





horizontales du déterminant D. 
Nous pouvons urer de ce résultat une conséquence 
qui nous sera utile. Si les quantités &; ; sont telles que 


Lq,uo A9,u GE Any 
soient proportionnelles à 
Lp,va Lo,ys + + +5 Emmy, 


pour toutes les valeurs des indices g et y, chacun des 
déterminants contenus dans les sommes S,, S3, ..., Sh 
s'évanouira; Car, dans chacun d’eux, deux lignes hori- 
zontales seront formées de quantités proportionnelles. 
La formule précédente se réduira donc à 


D'=— D +sS,, 
ou à 
DD D MD Ne ED 
D;,, D:, ..., D, étant les valeurs que prend D quand 


on remplace a par dans chacune des lignes horizontales 
successivement. 


244. Nous compléterons ces notions sur les détermi- 
nants en démontrant un théorème qu’on doit regarder 
comme fondamental et auquel Binet et Cauchy sont par- 
venus l’un et l’autre, en généralisant des résultats obte- 
nus précédemment par Lagrange et par Gauss. 
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TaéorèmEe. — {tant donnés deux systèmes de mn 
quantités, savoir : 


dj,1 Go, An,1 RAT Da LS. Des 
(a) di,9 oo +... An, (8 DIR Bas Lise bn,o 
) 4 
Zi,m Ao,m : -- Xn,m | bin Ba, ie by, 
posons 


Ci,k — Ai bi, Dre Œa,i Da, Sr MATE ni (es À 


et formons le déterminant de m? quantités, savoir : 





| Ci,1  Co,1 Cm,1 
[l 
C NES | C1,2 Co, Cm,2 | 
== . 
URSS ME TRIER CRETE PE | 
| Cism Cosm ::: Cm,m | 


St m est supérieur à n, on aura 
LD) 


Si m est égal à n, et que l’on désigne par À et B les 
déterminants formés avec les quantités (a) et (b) res- 
pectivement, on aura 
GAP. 

Enfin, si m est inférieur à n, et que l’on désigne par À 
le déterminant formé en prenant m colonnes verticales 
du tableau (a), par B le déterminant formé avec les 
colonnes correspondantes du tableau (b), de manière 
que B se déduise de À par la transposition des lettres a 


C =Y AB, 


le signe Ÿ embrassant autant de produits AB que l'on 


et b, on aura 


peut former de combinaisons avec n choses prises m 


\ 


a 71. 


C2 « 
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En effet, si l’on représente, pour abréger, par 


Ci,k — ; A, O1, 


la valeur de c;,x, le terme principal du déterminant C 


sera 


| ) @,1 Ps) | Ÿ arabe) astra) 


chacun des m nombres À, a, v, ... devant recevoir les 
valeurs 1, 2, ..., 2; On peut écrire aussi 


Ci,1C2,2e + .Cm,m — ; (a, Au,2 Ay,3 ee 0,1 ba Dis . ÿ 


Cela posé, pour avoir le déterminant C, 1l faut ajouter à 
ce terme principal, avec un signe convenable, tous ceux 
qu’on en déduit quand on échange entre eux, de toutes 
les manières possibles, les seconds indices des lettres c, 
en laissant invariables les premiers indices. D'ailleurs, 
par ces substitutions, les deux indices de chaque lettre a 
restent invariables dans l'expression de c;x, et les se- 
conds des indices des lettres à changent seuls. On a 
donc, par la formule précédente, 


G ses; (as du,2 4,3 . Se b;,1 Ge LME . » 


C EME VU &;, 1 dy,2 &,,3 ..., 


ou 


en posant 
vb > m0 0m; <0 2 


Dans cette dernière formule les m indices À, p, v, 
sont invariables, et comme chacun d’eux doit avoir l’une 
des n valeurs 1, 2, ..., 7, on voit que, si m est supérieur 
à 7, deux au moins des indices À, x, y, ... seront égaux 
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entre eux; il y aura donc deux colonnes verticales iden- 
tiques dans le déterminant % et l’on aura w — 0, d’où 


CT 


S1 l’on a m— n, le déterminant 1% sera encore nul, à 
moins qu'on ne prenne pour la suite 


SE RARE 


celle des m nombres 


dans ce cas, soit s le nombre des transpositions qu'il 
faut effectuer dans cette dernière suite pour la faire coïn- 
cider avec la précédente, on aura évidemment 


D (—1)B 
et, par suite, 


Ge BY (— 1), aus 4,3. 


Or il est évident que la somme contenue dans le second 
membre de cette formule est égal au déterminant A des 
quantités (a); donc 
GEAR. 

Supposons enfin m<{n; pour que 1% ne soit pas nul, 
il faut, comme précédemment, que deux quelconques 
des indices À, u, v, ... soient inégaux. Quand il en est 
ainsi, 1% coïncide au signe près avec le déterminant B 
formé en prenant m colonnes verticales du tableau (b ); 
alors, sis désigne le nombre des transpositions qu'il faut 
faire subir aux premiers indices du terme principal de B 
pour obtenir la suite X, u, v, ..., on aura 


{TES == (— LB 
puis 


C—= D [(— 1} aoass. .-B]. 
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S1 l’on se borne à donner aux indices À, pu, v, ... les 
valeurs qu’on leur a assignées pour former B, le second 
membre de la formule précédente se réduira à 


BY (— 1)$a,1 due Az. ., 


AB. 


c’est-à-dire à 


On a donc 
CSS PAB: 


le signe Ÿ embrassant tous les produits AB qui répon- 


nfn—1)...{(nr—m#1) 


dent aux - systèmes de valeurs que 





1.29. N me 
l’on peut attribuer aux indices À, u, v, .... 


Remarque. — Si, au lieu de définir les quantités c;,x 
comme nous l’avons fait, on pose 


Ci,k En di, by,1 te d;j,2 Oy,2 a” ( - Œj,m DES 


le déterminant des 7? quantités c; x est égal à zéro quand 
m est inférieur à ». Lorsqu'on a m=—n, ce déterminant 
est égal au produit des déterminants formés, l’un avec 
les quantités a, l’autre avec les quantités &. Enfin, lors- 
que m est => n, le déterminant des quantités c;,x est égal 
à la somme des produits obtenus en multipliant le déter- 
minant formé avec » lignes horizontales quelconques du 
tableau (a) par celui qui est composé des lignes corres- 
pondantes du tableau (b). 

Effectivement, on fera rentrer cet énoncé dans celui 
du théorème que nous venons d'établir, si l’on dispose 
les tableaux (a) et (b) de manière que les lignes hori- 
zontales deviennent les colonnes verticales, et qu’on 
change les lettres m et 7 l’une dans l’autre. 


_Corozrarre. — Soient mn quantités a; x, l'indice à 
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variant de 1 à n et l'indice k de 1 à m. Si l’on a 
m-<ou = n et que l’on fasse 


Ci,k —= di d,7 + Go lo, Free + dni An, 


le déterminant des quantités c sera égal à la somme des 
carrés de tous les déterminants que l’on peut former 
avec m? quantités a composant m colonnes verticales du 
tableau formé avec les quantités a, c'est-à-dire que l’on 
aura 


o 
- x Ar - Ant 
; -E Cy,1 Ca,2e + Cm,m — S ( — Ajl,1 Aylr,2. + A0 #3 , 


le signe S se rapportant à toutes les combinaisons r, 


FO des ROMbTES T2. 51,17; pris Me im. 


Pour démontrer ce corollaire, il suffit de remarquer 
que les déterminants représentés par À et B dans le théo- 
rème précédent deviennent 1c1 égaux entre eux. 


« Le théorèm ue nous venons d'établir conduit 
945. Le tl e que d’établ d 
à de nombreuses conséquences dont on verra le dévelop- 
pement dans ce qui va suivre. Mais nous ne pouvons nous 

ispenser ici de remarquer qu’on en déduit immédiate- 
d P d q I ; déduit diat 
ment ce théorème d’Euler. 


TuéorëMEe. — Le produit de deux sommes de quatre 
carres est lui-méme la somme de quatre carrés. 


On a, en effet, d’après le théorème du n° 244, 
(a: 2,9 — A, A3) (bi Da,2 — OV, ba) 
Fe (ain bin “+ do, b,1) (ai, bi,a + 2,9 b2,2) 
er (a: Vi, + 21 Da,2) (ai, bis A2, bs,1)e 
Cette égalité ayant lieu identiquement, soient 
FAT LOUE VU À 


P; q; ES 
S. — Aix. sup. 1 59 
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huit quantités quelconques et posons 
Ba a rt DUT, bia +p + qV—x, 
Ga Dar br, Da,z = PETER 
diner LC + d U—1, bi,2 = +r+ sVÿ—1, 
enter 


Œo ,1 EL mn € —+- d (ere 
notre identité deviendra 

(a+ b+e+æ)(p+q+r+s) 

— {ap — bq + cr — ds)? + (ag + bp — cs — dr)? 
+ (ar — bs — cp + dg} + (as + br + cg + dp}, 
ce qui démontre le théorème énoncé. 

Il convient de remarquer que l'égalité précédente peut 
être écrite de plusieurs manières différentes, car on a le 
droit de changer de signe de l’une quelconque des huit 
quantités a, b, c, d,p, q,r,s. 


Des fonctions entières et homogènes du deuxième 


degré. 


246. Nous avons fait connaître au n° 192 une pro- 
priété importante des fonctions homogènes du deuxième 
degré; cette propriété et les notions que nous venons de 
présenter forment la base sur laquelle repose l'analyse 
que nous nous proposons de développer ici. On recon- 
naîtra toute l'importance de cette analyse, en étudiant 
les conséquences que l’on en tire pour la théorie des 
équations 

Soit f une fonction entière et homogène du deuxième 
degré des mn variables 


MAN EDr 9 me 


? 


Nous représenterons indifféremment par 24; ; ou 24;; 
le coefficient du produit des deux variables distinctes 
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XL, Xj; Quant au coefficient du carré de l’une des va- 
riables x;, nous le désignerons par a;i. D’après cette 
notation, l'expression de f sera 


PS En) 


) AS 


11 D=—1 
avec la condition 
A ÿ,i LÆ ji, j, 
Ainsi, dans le cas de deux variables, on aura 


1=2 VS 


as er? 12 ñ 2 
tie ; ) di,j Lil j — My ti + 20,9 Li Lo Gp Lie 


1=1M7—1 


Désignons par 
Xs Xe, ..., Xm 


m nouvelles variables, et posons 


Li — X,1 X: + &o,1 X> He + Ami bat 
ET PR 0: EN A ne Em,2 Âm) 
(2) 
RSR ANR SE NO Ua de lon ei UE m0 ‘s" 1% 0-6 & e7 à» 6-6 "e ‘ 
LA 
Lin — Lim X4 DS G>,m Xo> ae RE D PES 


les quantités &;,; étant des constantes arbitraires. Si 
l’on substitue ces valeurs dans l'expression (1) de f 
celle-ci se changera en une fonction F des nouvelles va- 
riables qu’on peut représenter par la formule 


im J—=m 


(3) RE DT VOTE 


11071 


les coefficients À; ; sont des fonctions entières des coef- 
ficients à;,; de f et des coefficients &;,;; on a, en outre, 


A5 rires À,,j° 
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Le déterminant 


{ 
| 
| 
| sim  Xo,m + ++  Amm,m | 


sera dit le déterminant de la substitution linéaire (2). 
Si ce déterminant n’est pas nul, on pourra résoudre les 
équations (2) par rapport aux variables X qui seront 
ainsi des fonctions linéaires des variables x. Alors cha- 
cune des formules (1) et (3) pourra se déduire de l’autre 
par le moyen d’une substitution linéaire. 


247. Nous avons démontré au n° 192 que la fonc- 
uon f peut être exprimée par une somme de carrés de 
fonctions linéaires, et que, dans le cas général, le nombre 
de ces carrés est égal au nombre "#2 des variables. Cette 
décomposition de la fonction f en carrés peut se faire de 
plusieurs manières différentes; cela résulte évidemment 
du procédé dont nous avons fait usage pour l’effectuer, 
et on le reconnaît immédiatement aussi, quand on em- 
ploie, pour le même objet, la méthode des coefficients 
indéterminés. Effectivement, si l’on pose 


NS EU L=mMm 


AR | 11 u= { 


que l’on elfectue les opérations indiquées dans le second 
membre, et qu’on égale entre eux de part et d’autre les 
coefficients des termes semblables, on formera seulement 


mA AT) E : PA : 
MR quations de condition, tandis que le nombre 





2 
des indéterminées À;,, est égal à 7n?. 
Considérons l’un quelconque des systèmes de valeurs 
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des indéterminées À, telles, que l'équation (1) ait lieu 
identiquement. Posons 


X1— Ati Ait +... + Am1lm) 
(2) Xe — A, &i + Ao2to +... Amel, 
PRE ER PTT ER TR SE OR CPE 4 
+ Qu Ài,mT1- Ao,mT2- e | né 1 Tr 5 
on aura 
f—=Xi+Xi- FN 


S1 le déterminant 


Ag, A, | 


L] 


| A LU 
| Age Ap,2 +. Am, | 
PRE Je 
SA PR PRE CRIER 
n'est pas nul, on pourra tirer des équations (2) des va- 
leurs déterminées des variables x, savoir 


| ue Monnr Pi X; ae o,1 X» er SET PASS 

(3) Lo 04,2 Xi 7 n,2 Ka te. + Am,2 Âm) 

| NO TOO NM TRUE 
Cm Lin cr L2,m X2 Dies TI Emi ir 


et, en conséquence, la réduction de la fonction f à une 
somme de carrés pourra être réalisée par le moyen de la 
substitution linéaire (3); il importe d'examiner ce cas 
avec attention. 


MALE : 
La dérivée 4 de la foncüuon 
[4 L }: 


par rapport à 4 est égale à la somme des dérivées de ses 
termes ; or la dérivée de a; ;x;x; par rapportà xx est nulle 
à moins que l’on n'ait i-=Æouj-=£k; dans le premier 
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cas, la dérivée est a; ; xj, elle est a; xx; dans le second 
cas; enfin, Si1=—J—#, cette dérivée est 24x,4%x Ou 
ak,k Xr—+ 4x,r Xr, d’où 1l suit que l’on a 


72 


13 1 df 
Sa Œ; 1. T;, 
(4 ] > dxy ste L 
1=t 
Si l’on multiplie par 2x; cette équation (4), qu’on donne 
ensuite à À les valeurs 1, 2,...,m, et qu’on ajoute tous 


les résultats, on obtuendra la formule 
Ti, —— + Lo —— — , . Lu 5 1 rer UE. 


qui exprime, dans un cas particulier, une propriété des 
fonctions homogènes. 
Comme on a aussi, par hypothèse, 


ES È 2e ! AT Ex » 2 
ne (Aiuti + Aou To +... + Am km) Ù 


sl 


il viendra, en prenant les dérivées des deux membres 
par rapport à x4 et divisant par 2, 


f pm 

ÿ I d 

(6) À de, Ron D À zu (Au MVP CE) A raie 
m1 


La comparaison des formules (4) et (6) donne 


L—m 
Bit LEA A Aj,u» 


MEET à 
c’est-à-dire 


Ai,k — A; Az,1 ga À;,2 A y, Am Ex v Ai Ain 
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pour toutes les valeurs des indices ci et k. Si donc on pose 


Œi,1 da ,1 DT Œn,1 
. «a «a ne 
{ Es | L2 2,2 PRE m2 
(7) A— | ke 
| 
Ï Œi,m a ,m EE Œyn,m 





on aura (n° 244, Remarque) 
( 8) X=> D”. 


Il résulte de là que le déterminant de la substitution (2) 
ne peut être nul que dans le cas où l’on a À — 0. 

Ce déterminant À, formé avec les coefficients des 
fonctions linéaires 


1 df rar 1774) 
* 2 


> dr) 247)  ? 247, 
joue un rôle considérable dans la théorie qui, nous 
occupe. M. Sylvester lui a donné le nom d’invariant, qui 
est adopté aujourd’hui par les géomètres. 
D’après cela, nous pouvons énoncer la proposition 
suivante : 


Si l’invariant d'une fonction homogène du deuxième 
degré n'est pas nul, toute réduction de la fonction à 
une somme de carrés pourra étre obtenue par le moyen 
d'une substitution linéaire. 


248. La dénomination d’invariant, donnée au déter- 
minant À, se trouve justifiée par la proposition suivante: 


Taéorème. — Lorsque, dans une fonction entière et 
homogène du deuxième degré, on substitue aux m va- 
riables des fonctions linéaires de m nouvelles variables, 
l’invariant de la transformée est égal à l’invariant de 
la proposée, multiplié par le carré du déterminant de la 


ue 4 p. 
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substitution ; en sorte que, si ce dernier déterminant est 
égal à 1, l'invariant n’est pas altéré par la substitution. 


En effet, la fonction proposée f pouvant, dans tous 
les cas, être réduite à une somme de carrés, posons 


k=m 


à à 1 
(x) vi on à D (c1,x Pit Cae,k lo ses Tr Cm,kTm je 


KA 
et considérons la substitution définie par la formule 


(2) Lg = Œu,1 A1 7 Eu No He «à Oum Lms 


\ 


où u doit recevoir toutes les valeurs 1, 2,...,m. Si l’on 
exécute cette substitution, f se changera en une fonc- 
on F, telle que 


KEETIL 
(3 ] Fe (C;,r Xi + Co,g Xo + + Cr Âm lé 


= 
et l’on aura évidemment 
C;,x = 1,5 C1,% 4 Loi Ca, ke TON 4 Uni Cn,k 


pour toutes les valeurs der et de #, ce qui montre quele 
déterminant des quantités C; x est égal au déterminant 
de c;,x multiplié par celui des &; x. Mais, s1 l’on nomme A 
linvariant de f, A’ celui de F, et D le déterminant de la 
substitution (2), les déterminants des quantités GC x, cr 
seront respectivement égaux {n° 247) à YA’; YA; donc 
on à V4 ne) VA: d’où 


Are AT: 


ce qui démontre la proposition énoncée. 
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De la fonction adjointe. 


249. C'est ici l’occasion de présenter la notion de la 


fonction adjointe que Gauss a le premier introduite 
dans l’Analyse. 


Reprenons la fonction homogène du deuxième degré 


D MU] == 


— 
(x) DEN DRE 





1 TL 
où l’on suppose 
(2) LE À nent FA Le 
Posons 
O2 à Per cfa h 
(3) DAV Ten ait = RES Xl ss re ot AO 
+ WE D 21% Re 
ou 
,1 La EF Go Lo Fee dyn1 Tm == X:; 
(4) d,9 La 1 Ma,2 Lo Te + + ET Am, Tm — X»; 
« 
l Ai,m 1 do,ml2 TT ce 1 Am,mTm — Rs 
; 
et rappelons que l’on a 
Dre 
MR Xi PR Paire he, + Re To \ DÉCE 
pe 
1=1 


Nous nous proposons de résoudre les équations (3) 
ou ({ 4) par rapport aux variables x et de trouver la fonc- 
tion F dans laquelle se change f, lorsqu'on y remplace les 
variables x par leurs valeurs en fonction des nouvelles 
variables X. 

Si l’on résout les équations (4) par rapport aux va- 
riables x, le dénominateur commun des expressions que 
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l’on obtiendra sera précisément l’invariant À de la fonc- 
ton f. Mais je supposerai que l’on calcule À sans faire 
les réductions auxquelles donnent lieu les équations de 
condition exprimées par la formule (2), et que l’on opère 
comme si les coefficients a; ; étaient des indéterminées 
n'ayant entre elles aucune dépendance. On aura alors, 
pour l’inconnue x;, la valeur suivante : 


I dA AUS dA 
LT; —= — —_—— X, ES X9 PEX Ge Se se 1 
A da; das daym,i 


ou 











S 
Fe) 
Î 
BI 
RES 
à 
È & 
sr 
= 


en représentant par 





dA 

ee | 

la dérivée partielle de À prise, par rapport à a;;, dans 
l'hypothèse où les quantités a sont indépendantes. 

La fonction cherchée F est égale à la valeur que prend 
le second membre de la formule (5) quand on substitue 
aux variables x les valeurs tirées de la formule (6); on 
a donc 


OIL 


AN" 
Droite 
À da; 


Es UE 





Il est permis, à cause des relations (2), de transposer 
les deux indices de chaque lettre a dans les équations (4), 
et, en faisant cette transposition, on aura, au lieu de la 
formule (6), 


vi 


I dA 
Ty — = Ÿ | X} 
A da;,;, ; 





. SECTION II. — CHAPITRE IV. 555 


La comparaison de cette valeur de x; avec celle déjà 
trouvée montre que l’on a 


D 








en vertu des relations (6); alors la formule (7) donne 


lt tr 


J 
1 dF I TA 
SLANER NL A 
> dX; A da ji 


VÆ 
et, en conséquence, les formules (6) se réduisent à 


d 
(9) LT; — k dF . 
2 dX; 


da 


Désignons maintenant par la dérivée de A prise 





Œi, j 
par rapport à a;,;, en ayant égard aux relations (2). On 
aura, à cause de la formule (8), si i et j sont inégaux, 


dA / dA | dA ) dA | 
me —— arf 2 
da;,; qe da; i da; 


et, si ] ANTE FR 
[4 
daii ba 


\ 

















la formule (7) peut alors être écrite de la manière sui- 








vante : 
UNE 
I dA 
Be PERS ce 
He) a Des WE 
11171 
ou 
f dA dA dA : 
AF— XX +.,.- Be 
da, das, NS Ps dan ,m “as 
dA dA dA 
—<- DE EX, Xe mer NX 
À da ,» AN? da, ; Va de SAN LE x Pie 
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Le produit AF de la fonction F par l’invariant À est 
ce que Gauss a nommé la fonction adjointe de la fonc- 
tion /f. 

Soit À l’invariant de F; comme la fonction f se dé- 
duit de F, en exécutant dans celle-ci la substitution (3), 
dont le déterminant est À, on a (n°248) A — A’ A?, et, 


par conséquent, 


As: 

A ? 
il résulte de là que l’invariant de la fonction adjointe AF 
à m1 
BALÉARES : 
250. Pour trouver la fonction F, on peut suivre une 
autre marche que nous devons indiquer, parce qu’elle 
nous conduira à une conséquence importante. Îl est évi- 
dent qu’on atteindra le but proposé, en éliminant les 

m variables x entre les m équations (4), savoir : 


1=M 


Lie 
VOONE EE ou dan x 


Cx dx; , 
LE 


+) 


et l'équation 


IR 

(12) li RE Xi; 1e X> Lo Les 1 7e X» lm — %; je, 
Ld 
hi À 


Pour faire cette élimination, multiplions les équa- 
ons (4) par l'équation (12), nous obtiendrons m équa- 
ions qui se déduiront de la suivante : 


17 


(13) Ÿ Fe XX; ) ra; 


Re | 


en donnant à 7 les valeurs 1,2,...,m. Les m équa- 
uons (13) sont homogènes par rapport aux variables x; 
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donc, pour éliminer ces variables, il suffit d’égaler à zéro 
le déterminant des m? quantités 


(14) Ras XX. 


Ce déterminant peut se conclure très-facilement de celui 
des quantités Fa; ;, lequel est égal à F7 À. En effet, l’in- 
dice 7 étant le même pour tous les termes d’une même 
ligne horizontale, 1l est évident que deux lignes quel- 
conques du déterminant X; X ; sont formées de quantités 
proportionnelles ; dès lors, d’après ce qui a été établi au 
n° 243, le déterminant des quantités (14) s'obtiendra en 
retranchant du déterminant des quantités Fa; ; chacun 
de ceux qu’on en déduit quand on y remplace successi- 
vement chaque ligne horizontale par la ligne horizontale 
correspondante du déterminant des quantités X; X;. Or, 
en conservant les notations dont nous avons déjà fait 
usage, On à 


F7 A —— pr ( dA }< ln Cie Pa | d'A }< M 
For » LATE ENT Fee CU da M] 


4, j Mi 








et si l’on remplace 


Pa; Fa, ;, . Far; 


par 
Xi X;,, XX; AE LE X y» X 


74 


on obtiendra pour résultat 


d'A da 3 
m1 M Re” K n X; . 
ao Tr (2) XX, (-) / |: 


donc, pour avoir le déterminant des quantités (14), il 








suffit de faire la somme des valeurs que prend l’expres- 
sion (15) quand on donne à 7j les valeurs 1, 2,..., m, et 
de retrancher ensuite cette somme de FA. Si enfin on 
égale à zéro la différence obtenue et qu’on supprime le 
facteur F#=1, on aura une équation qui donnera précisé- 
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ment pour F la valeur (7) trouvée plus haut et de laquelle 
nous avons conclu l'expression définitive (10). 


251. Voici maintenant la conséquence que l’on tire 
de la méthode précédente. Si l’on pose 


—Ff— (Xixi +<Xote +. + Xmtm), 
les équations (13) seront évidemment 


dy 
dx; 








0; 


D | = 
D | = 
& 
en, 
D | = 
rs 


Lim 


d’où il résulte que le déterminant des quantités (14) n’est 
autre chose que l’invariant @ de &ç considérée comme 
fonction des variables x,, x2,..., xm. Cela étant, consi- 
dérons la substitution quelconque 


PR (0) (0) #E 
Li = Q,1 Li TH Lo Te Fee: + Em 1m 
(0 y 
(16) Ce = Gi sl (it og ie + Emn,2 Ln 
S81 © 2 016 D Le 6 07 010,9: à eu: & nier. | SC LL . - - LA - L ? 
( (0) (0) 
Lm—d,mli TT Lo,me An, m ln 


dont nous désignerons le déterminant par 0. Par cette 
substitution, f se changera en une fonction f (0) que nous 
représenterons par 


et 1) Jen 


(17) fo — D DE (0) PR “ 


y 
et si l’on pose, en outre, 


(OPT 
be mn | X: + 1,2 X> Tes TANT, 2m A à 


(18) XS = on Xi + Goo Ko Hoi t %2,m Xm 


PC ON 1e NT ŒUrLOLIS D, n'a an: 06 EL AO D DE CA NC A OU RE ou mg 04,1 ; 9 
(AL “ 
| de DÉÉ Em,1 X ne Cm ,2 X9 He + Am,m Xe 
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la fonction çse changera en une fonction &(0) ayant ‘pour 
valeur 


0) 2— 0 (0) ,.(0) _ (0) ,,(0) (0) (0) \2 
pO=Ff —(X, ar -X, Ta Aer AT, 


et dont l’invariant sera égal à @0?. L’équation 


DE 





qui -peut servir pour calculer F, s’obtiendra donc en 
égalant à zéro l’invariant de ® ou de (0) à volonté. 

En employant successivement ces deux invariants, on 
conclura deux valeurs de F qui devront être identiques, 
et 1l en résulte ce théorème : 


La fonction F reste invariable, quand on y remplace 
les coefficients ai,; par af”, pourvu qu'au lieu des varia- 


bles X,, on mette en méme temps 
du,1 X1 —- Lun, X>: ee LAB ARS 


Supposons que la substitution (1 6) soit choisie de ma- 
nière à réduire f à une somme de carrés; l’équation (17) 
prendra la forme 


(0)2. 


(à (0)2 (0)2 
(19) JTE à PE DUO EE NN Em Lynn à 


il est évident que l'invariant de f (0) est égal au produit 
Eten... et Fon a (n°247) 


(20) E16o- +. En == A0, 


ce qui montré que, si l’invariant À est différent de zéro, 
ainsi que le déterminant de la substitution (16), aucune 
des quantités « ne pourra être nulle. On tire de l’équa- 


tion (19) 


x (0 — 1 df00) ECO) x (0) — 
Nr à de s 
1 


df" (0) 


= YA 
(0) Em ? 
m 








I 
17 À m 2 dx 
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et en substituant, dans la même équation (19), les va- 
leurs de x°), xŸ, ..…., tirées de ces formules, il vient 


I J 
(09242 (0)2 
X, ei: .. - À . 


194 CE EEE 
NES Revu) Em 
Cela étant, pour avoir la fonction F, il suffit, d’après 
ce qui précède, de substituer à X®, X9, ..., dans la for- 
mule précédente, les valeurs tirées des équations (18). 
On aura donc, en se servant de la formule (20) et en con- 
servant les variables X(0) qui sont des fonctions linéaires 


des variables X, 


x 2 ie 2 
(21) APE "és 650. Em Ro CF no TETE où ct 19 : 


Supposons maintenant que l’invariant À soit nul; 
d’après la formule (20), l’une au moins des quantités € 
sera nulle, et par conséquent tous les termes du second 
membre de la formule (21) disparaîtront à l'exception 
d’un seul. On peut conclure de là cette proposition : 


Tuaéorème.— Si l’invariant À d’une fonction homo- 
gène du deuxième degré est nul, la fonction ad- 
jointe ÀF est un carré parfait. 


959. ExemPzes. — Considérons en premier lieu la 
fonction homogène 


1e Ax? EE 4 2Bxy es Gr 


des deux variables x et Le On aura 


ponte à LA 
2 dx ARE SE 
1 df 
7 dy aa 1 Pa x A Cy re à 
el 
FJ=Xr+Yy; 
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l’invariant À a ici pour valeur 


A — AC — B>?, 
et l’on a 
D CR Un AT PREX 
A AA 
en substituant ces valeurs dans l’expression de f, on ob- 
uent la fonction adjointe AF, savoir : 


AF = CX?— 2BXY + AY°. 


On vérifie immédiatement, dans ce cas simple, la propo- 
sition démontrée à la fin du numéro précédent; car, si 
À — 0, la fonction proposée f'et la fonction adjointe AF 
sont évidemment des carrés parfaits. 

Considérons en deuxième lieu la fonction homogène 


f—= Az? + A'"y? + A" +2Byz+2B'xz + 2B"xy 
des trois variables x, y, z. On a ici 


ER — ÀÂxz +B’y+B'z—=X, 
dx 


D | m 


d 
Hi dépn + À'y + Bz — Y, 


Co] D | = 
à 
LS 


— = —B'x + By + A’z— 2, 


et 
FE =" Xr + Yr + Zz. 


L'invariant À a pour valeur 


| A B’ B' 
A= |B LU: 
RDA He ‘A7 


ou 
À:== AA' A7 hi 2 BB’ R’ VE AB? EL A' B’? *< A"B’?, 
S.— Alg. sup., I. 36 
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et l’on a 
z— x [(A'4” BXL (BB A/R) YE (BB  ARUPR 


I 
AA 





y = =[(BB'— ÀA"B")X + (AA”—B"?)Y + (B'B'—AB)Z|, 


2 = =[(BB’—A'B')X-+(B'B"— AB) Y+(AA'—B"?)Z]. 


La substitution de ces valeurs dans l'expression de f 
donne la fonction adjointe AF, savoir : 


AF—(A'A"-—B?)X?-.(AA7-—B?)y?+[AA'—p?)7: 
+ 2(B'B”— AB) YZ -- 2(BB”— A’B') XZ 
+ 2(BB'— A’B')XY. 
Posons 
AAT Le Bi au AAT BRRER  N ANATEE RES 


on aura 
(B°B” AB} = x a" AA; 


(BB’ — A'B'}? —ou” — A'A, 
(BB! —A”B’}— za — A’A, 
et quand l’invariant A est nul, ces formules se réduisent à 
B'B’— AB — Va Va”, 
BB” AB — Ve Ve. 
BR =PATR EE 4 /X Vote 
donc la fonction adjointe AF se réduit, dans la même 


hypothèse, au carré de la fonction linéaire : 


ONE NL AN ET 


Remarque sur la réduction à une somme de carres. 


253. Nous terminerons ces considérations générales 
par une remarque importante relative à la réduction d’une 
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fonction entière et homogène du deuxième degré à 
une somme de carrés. 
Soit 
ACT Lay +...) JS 
une fonction entière et homogène du deuxième degré des 


m variables 


Lis Los cs Lin 


dans laquelle les coefficients ont des valeurs indétermi- 
nées. En appliquant ici le procédé indiqué au n° 192, on 
pourra exprimer la fonction f par une somme de carrés, 
de la manière suivante : 


—— \ ! ! 2 
= (ri + asile Hasits + +amiTm) 
1 1! : Li 
TT 62 (æ Tr 3,9 L3 TT... gr Lyn,2 A) 
ad ! : 2 
CAT (3 TE A, Li te TT An,3 La 


j 2 
Mel Et x à Xn,m—1 Lim ) 
2 


L Em TT, ? 


en sorte que la fonction 
> 
Pix tar... he, À, 


se changera en f, par la substitution 


MU Lit Monde Fe cet Uni ms 
Xo = Lo —- 3,9 T3 PR TA DE Lmm,2 Cm 
Non iles à soso esse ss) 
Xm = Lm) 


dont le déterminant est égal à 1. Les fonctions F et font 
dès lors le même invariant; or l’invariant de F est évi- 
demment €,€...€,: si donc on désigne par A» celui 
de f, on aura 
DR EL Sos le 
Si l’on pose 


Lnm— 0 Lm—1— 0; .,  Tm—it1— Os 


3. 
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f se réduira à une fonction des m —1 variables 

Li) Las +.) Lyn—i) 
et nous désignerons par À, ; l’invariant de cette fonc- 
tion. Il est évident, par ce qui précède, que l’on aura 

A yp—i = E1 E2- + « Emi; 
nous admettrons que cette formule subsiste pour 
i— Mm—1, Ce qui revient à poser 





A; Être 
On aura, d’après cela, 
A, == €; 
A —— €1 62» 
A3 — €1€2€3) 
D AUAE à 
An —= E1€2: - + Ems 
TOUT à 
d’où l’on tre 
À; À; n 
EnE= A ;, Ep — —? Es — —) .…. En —— . 
A; A2 m—1 


il résulte de là que la fonction f peut être représentée 
par la formule 
fre A,X° + 22 X 2 —- SX: +... + 2 is 
1 2 MA 

X,, Xo, ..., Xm étant des fonctions linéaires des varia- 
bles x, Xo, ..., Xm: M. Hermite a tiré de cette formule, 
comme on le verra plus loin, des conséquences de la plus 
haute importance. 

Nous avons supposé que les coefficients de la fonction f 
étaient des constantes indéterminées ; mais 1l est évident 
que tous les résultats qui précèdent subsisteront quand 
on donnéra à ces coefficients des valeurs particulières 
quelconques, pourvu cependant qu'aucun des invariants 


A est PL, TS 


ne se réduise à zéro. 


Qt 
ep 
Qt 
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Théorème relatif aux fonctions entières et homogènes 
du deuxième degré à coefficients réels. 


254. Dans l'étude que nous venons de faire, nous n’a- 
vons fait aucune hypothèse sur la nature des coefficients 
des fonctions que nous avons considérées. Nous suppose- 
rons 1C1 que ces coefficients soient des quantités réelles; 
alors, en appliquant le procédé du n° 192 à une fonction 
entière et homogène du deuxième degré, f, pour la ré- 
duire à une somme de carrés de fonctions linéaires, il 
pourra arriver que quelques-unes de celles-ci contiennent 





le facteur /—1. En d’autres termes, la fonction f sera 
exprimée par une somme de carrés de fonctions linéaires 
réelles, multipliés par certains coefficients positifs ou 
négatifs. 

On peut dire, avec M. Hermite, que deux fonctions 
entières et homogènes du deuxième degré sont de méme 
espèce, lorsque, ces fonctions étant exprimées par des 
sommes de carrés, le nombre de ces carrés dont le coeffi- 
cienta un signe donné, est le même dans l’une et dans 
l’autre fonction. 

Cela posé, nous présenterons ici une proposition 
fort importante avec la démonstration qu’en a donnée 
M. Hernfte. 


_Taéorème.— De quelque manière qu'on transforme 
un polynôme homogène du deuxième degré à coefficients 
réels et dont l'invariant n'est pas nul, en une somme 
de carrés de fonctions linéaires réelles, ces carrées étant 
affectés de coefficients numériques également réels, le 
nombre de ces coefficients qui auront un signe donne 
sera toujours le méme. 

Soit 


fit Ug, +. Uyn 
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une fonction entière et homogène du deuxième degré des 
m variables 


1) NX PERLES RUE TRE 


et dont l'invariant À ne soit pas nul. Dans cette hypo- 
thèse, toute réduction de f à une somme de carrés pourra, 
comme on sait, être réalisée par le moyen d’une substitu- 
ton linéaire et réelle dont le déterminant n’est pas nul. 
Supposons donc que, par la substitution réelle, 


1=m 
(1) Uy, == D Ep Li 
El 


on obtienne 


ÆE 
Îl 
© 
= 


(2) rer EE 


pa 


Il 


e, étant un coefficient réel positif ou négatif; et qu’une 
autre substitution réelle, 


À m1 


(3) LE D Au Xa 


N=—=1 


BL 


(4) TRUC EUX, 


= 


E, étant encore un coefficient réel. Il s’agit de prouver 
que dans les deux suites 


Eyy 9) +. ., Em 


E,, E;, see Es 


il y a un même nombre de termes ayant un signe donné. 
Supposons négatives les quantités Eys E2) -..» €; Et pOr 
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sitives les suivantes £;,,....,€,; supposons aussi que 
E,, E:, ..., Ex soient négatives et que Ex,,,...,E, 
soient positives; dans le cas où toutes les quantités € 
ou E sont positives, on aura = oouk— 0. Nous allons 
démontrer qu’il est impossible que les nombres à et Æ 
soient inégaux; par exemple, qu'on ne peut pas avoir 
k=>1. Admettons effectivement cette hypothèse dek=>2 
et examinons les conséquences qui vont en résulter. 
On a l'identité 


71 L=m 


(5) Jus DE x, 


es 


les variables x étant liées aux variables X par m2 équa- 
tions qui se déduisent de la suivante :: 


mL \— 7 


(6) D Fe NT ER ee 


À—=1 A1 


en donnant à les valeurs 1, 2,..., m. Le déterminant 
de la substitution (1) n'étant pas nul, il est évident que 
les équations (6) pourront être résolues par rapport aux 
variables x, et la même chose aura lieu encore si l’on 


écrit partout 


au lieu de x, et X,, He, et HE, désignant les valeurs 
absolues de £, et de E,. Alors l’équation (5) devient 


et cette équation (7) doit se réduire à une identité, par le 
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moyen d’une substitution linéaire telle que 
À=m 
( 8 ) Lip din Le 
== 1 
Cela posé, soit o un angle indéterminé; la formule (7) 


ne changera pas si l’on remplace X, et X2 respective- 
ment par 


X,cose + X,siny, X,sinp — X,coso, 


lorsque le nombre # sera supérieur à 1. Mais alors l’in- 
déterminée® s’introduitdansles équations(8), et l’on peut 
en disposer pour faire disparaître X, de l'expression x1. 
On a effectivement 


Li (œ,1 COS ® —- &o,1 Sin p) X4 + (a,1 SIN p— 9,1 COS) Xa +. .., 


et, pour remplir l’objet demandé, il suffira de détermi- 
ner o par la relation 


1,1 COSG —— Go ,1 sin @ — O. 


Ainsi, par un changement de notation quine change mi 
l'équation (7) ni la forme de la substitution (8), on peut 
faire disparaître X, de l’expressionx,; en d’autrestermes, 


on peut supposer 
Œx,1 ere 9 D 


Pareillement, lorsque # est 2, l’équation (7) ne change 
pas, si l’on remplace X, et X; respectivement par 


X,coso + X; sin, X,siny — X,cos®, 


et l’on peut disposer de la nouvelle indéterminée o pour 
faire disparaître X, de l'expression de x,. Il suffira, en 
effet, de déterminer cet angle o par la formule 


2,1 COS © —- &3,1 Sy — O, 
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et il est évident qu’on peut continuer la même série 
d'opérations sans changer l’équation (7), ni la forme 
réelle de la substitution (8), jusqu’à ce qu’on ait fait 
successivement disparaître les variables 

RS er ER. CE 
de l'expression de x. 

Cela étant établi, on voit que, par une série d’opéra- 
ons toutes semblables, on pourra faire disparaître les 
variables 

Ris l  HE-KOUC 
de l’expression de x,. Comme nous nous arrêtons ici à 
Xz_» et que la dernière opération consiste à remplacer 
X%_» et Xy_, respectivement par 


Xz-2 coso + Xy_,siny, Xzy_,Sinp — Xz-_; COS», 


on ne verra reparaître dans x, aucune des variables que 
l’on a d’abord fait disparaître de son expression. 

On peut opérer de la même manière à l’égard des va- 
riables x3, x, . .., xx_, ; l'expression de x, ne contien- 
dra plus les variables X,, X:, ..., Xx_3, la dernière va- 
riable x;_, ne renfermera plus X,. Ainsi l’on aura 


%,1 === O, Œa,1 ee O, CCE | Xi ,1 FE 0, 


AD TON Lo, O0, 7,24 Aa 


2,2 ES . O, 
Gi,k2— O, o,k—2— 0, 


HART O: 


Le nombre k étant supérieur à r, si l’on substitue les va- 


leurs (8) des variables x dans l'équation (7), et qu'on 


égale de part et d’autre les coefficients de X°, on aura 


RARE LEE Tu. EE di 
œ ea ment e À meet, | 1, 


come Ni | 
1,é+1 1,642 ? 


et cette équation ne peutêtre évidemment satisfaite par 
des valeurs réelles des quantités a. On ne peut donc ad- 
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mettre l’inégalité des nombres z et k, ce qui démontre la 
proposition énoncée. 


Théorème de M. Sylvester relatif aux fonctions aux- 
quelles conduit l'application du théorème de Sturm. 


255. Le théorème dont il s’agit ici a pour objet de 
faire connaitre l'expression algébrique des fonctions qui 
interviennent dans l'application du théorème de Sturm 
à une équation donnée. M. Sylvester l’a publié sans dé- 
monstration dans le Philosophical Magazine (dé- 
cembre 1839); et Sturm l’a établi ensuite dans un 
article qui fait partie du tome VII du Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées. Nous présenterons la 
démonstration de Sturm en y apportant quelques sim- 
phfications dont l’illustre géomètre a d’ailleurs indiqué 
la principale en terminant son Mémoire. 

Le théorème de M. Sylvester peut être énoncé comme 
il suit : 

Taéorème. — Soit V == o une équation quelconque du 
degré m à une inconnue x, dans laquelle, pour plus de 
simplicité, le coefficient de x” sera pris égal à l’unite, et 
dont les racines supposées inégales seront désignées par 
a, b,c,..….,k, L. Soit V, la dérivée de V. Concevons qu'on 
cherche, par le procédé ordinaire, le plus grand commun 
diviseur de V et V,, en ayant soin de n'introduire et de 
ne supprimer aucun facteur indépendant de x, et en 
changeant toujours les signes des restes avant de les 
prendre pour diviseurs. Désignons par V:, V3, …., Vm 
ces restes pris avec des signes contraires dont les degrés, 
par rapport PUS OTIL respectivement ML. 2, TETE 
1,0, dans le cas général. Les polynômes 


NA VA OVe re VE 
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s'exprimeront en fonction de x et des racines a, b, c. 
k, l de l'équation V — 0, de la manière suivante : 


V — (æ—a)(x—b){(x—6c)...(x—1), 


Vi Ÿ (0) (æ— c)...(x—1), 
E V(a—sy lu chnedionete a) 
a) Cv, = LD 5? la c}2(8 LA (ed). {et 


4 
Lou 
Î 
| 
Le 
| 
Le 
1 
= 
| 
37e 
LO] 
FR 
| 


d}?(b—c} (b—d) (c—d} (x—e)...(x—t}, 


DOM SR UNION poele Us tal sel el) ae Repas où sel el ein es net É le oies 7606 de aie EN N 8% ne er 06. lee de 8,15 


les quantités À, À3,..., Àn étant déterminées par les 
formules 








| Pare 1e, 


PET ù. (a— b}, 
AVE TETE 
ET D (a—b}?{a—c}?(a—d}?(b—c}(b—d)(c—d}, 
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et chaque somme D représentant une fonction symé- 


trique des racines dont tous les termes se déduisent, par 
les substitutions, de celui qui est écrit sous le signe. 


La première des formules (1) exprime la composition 
de l’équation proposée, et la deuxième a lieu par un théo- 
rème connu. Il reste à établir les suivantes. 

Soient 


Q:, Q», ss 0e 


les quotients que fournit la recherche du plus grand 
commun diviseur; ces quotients seront du premier degré 
en x, dans le cas général, et l’on aura 


L' —= V,Q: Gr V;, 
|», eV, OV, 
(4) LV Vs QE Va 


Vino = Var 04 — V m° 


Au moyen de ces formules, on peut exprimer successi- 


vement 
Ve Va, SIT v 


en fonction des polynômes V, V, et des quotients Q; 
on trouve ainsi 

V;, ne Vi Q ao D 
(5) Va = Vi(Q:Q: —1) — VO, 

VAN: (Qi Q@Q: — Qi — Q;) — V (Q2:Q:— 1), 


et il est évident que l’on aura généralement 
(6) Vi= ViS, — VT,, 


S, et T, étant des polynômes des degrés u—1 et p—2 
respectivement. 
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S1 l’on écrit f(x) au lieu de V, J'(x) au lieu de V;, 
la relation (6) prendra la forme 
Ve — fl{(s T, à 
(7) mr) /(e): 
il résulte de là que, si l’on donne successivement à x 


les m valeurs 
DD ER GRR rl 


la fraction rationnelle 
Ve 
8 ï 
prendra les m valeurs correspondantes 
AC AURA TITRE PAIE 


d’ailleurs les degrés des polynômes V,, S, sont respecti- 
vement 77—u, m—1 et la somme de ces degrés est 
m—1. On pourra donc déterminer la fonction (8) par 
la méthode qui a été exposée au n° 232. 

Supposons que 2 occupe le pif" rang dans la suite des 
mm racines 


(9) PONT RAR UC RS DR D 


d’après la formule générale du n°232, les polynômes V, 
et S, seront égaux respectivement, à un facteur constant 
près, savoir : le premier, V,, à la fonction symétrique 
des racines (9), dont l’un des termes a pour valeur 


(x—é)...(æ—4)(x—1) Ô 
[(a—i). | .(a—1)]. .[(A— i): . (A l)] 


a à , ee A 
et le second, S,, à la fonction symétrique des mêmes 





f'{(e)f'(b)...f") 


racines dont l’un des termes est 


; (a—x)(b—x)...(g—x) 
AN AOC per PE PE CDI CES 


} 


f'(h) — [ (4 — ax" (A — g)] [(A—ài).. .(2—1)], 
et il résulte de ces formules que les produits 
SAR AMATAE : FAURE PAaTS EE : AE 
ont respectivement pour valeurs 


(—1) F [{a—b}{a—c)...{g—hk}][(a—i)...(a—1)]...[(4—c)...(k—2)1, 


pe (7) 





(ir) * [(a—6)(a—c)?...(e—g)][(a—2)...(a—0)]...{(g—#)...(8—1)}; 


alors on aura, en désignant par À, un facteur indépen- 


dant de x, 
ee D) (op fe TER je (er PNA RER 
Le 
ee à (a ba ot. (eLEh (2-2 0) (ee SES 


il est évident (n° 232) que, dans le cas deu== 1m, ces for- 
mules doivent être réduites à 


Vn SE - (a—b}? (a—c}. È .(4— 1), 
(TON L 
| Sn == D (a 6} (ac)... (j— 4 (ea) (26). (ei): 


mt 


il faut remarquer aussi que, pour pt, les formules (10) 
se réduisent à 


Ex Mers). eee 


et que l’on doit faire en conséquence À, = 1. 
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On voit, par la première des formules (10), qu'il ne 
nous reste plus qu’à déterminer la constante ,. 
À cet effet, substutuons, dans l'égalité 


(13) Vi = Vo Mis 


les valeurs de V, et de V,_, tirées de la formule (6) et 
de celle qu’on en déduit par le changement deuenp—r, 
on aura 


Va = Vi (Sy Qu — Sur) — V (Te Qu — Ti), 
d’où 1l suit que l’on a, par la notation convenue, 
(14) Sp+i = Sp Qu — Sur. 

Les formules (13) et (14) donnent 


4" Q> 220 Pr Syt-1 Due 
paie À ES eloemene) | = AE ; 
Vas Va Sy Qu Su Q 











d’où, par la multiplication, 


ee (ele) (is Se), 
Sy Vu Va Sy Qu 


‘ 








et l’on conclut de là, pour x =, 


SLR V 
Ho tr 
Sy Va 
Ainsi les fonctions 
Sat Vu £ Sy V1 
SAS Ve à 


un 


2 V: 
S,V 








, CRC | 


se réduisent à l'unité pour xæ=—« , etil en sera de même 
du produit de ces fonctions ; en sorte que l'on aura 


hi RMS (pour x — © ). 


1 
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Or le terme du degré le plus élevé en x dans le pro- 
duit 5,4, V, a pour coefficient 


! AH E7"e LPRES DU ra 
= [Vie te—e).. (82 |, 


2 


+ Pr 
À, Ap+1 





ou 





F) 


en adoptant les notations exprimées par les formules (3); 
on a d’ailleurs S, —1; d’après les formules (12), et le 
coefficient de x”? dans V est égal à 1. L'expression pré- 
cédente se réduit donc à l’unité, et l’on a 


nu ur px ; 


il estévident que, dans le cas de p=—1,le second membre 
de cette formule doit être remplacé par m?, ce qui est 
conforme aux formules (3). On a donc 


ss F LAS 2 “HT 2 ee 2 
\ ZT; À À — P;» h3 = D) A DEUR RES Ge AN 


d’où l’on conclut immédiatement les formules (2), ce 
qui achève la démonstration du théorème énoncé. 

Il faut remarquer que la quantité p,, ne figure pas dans 
notre analyse, mais nous introduirons cette quantité dans 
ce qui va Suivre, et c’est pourquoi nous l’avons com- 
prise dans le tableau (3). 


956. Nous allons faire connaître maintenant une con- 
séquence importante du théorème de M. Sylvester. 

Les quantités pi, Pa, Ps, ..., Sont des fonctions symé- 
triques et entières des racines de l’équation V =, et en 
conséquence elles sont exprimables rationnellement par 
les coefficients de V. Si donc ces coefficients sont réels, 
Pas Pas Ps, -. Seront aussi des quantités réelles; dès 
lors les facteurs +, À3, .. An seront des nombres essen- 
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uellement positifs, et l’on pourra les supprimer des for- 
mules (1) lorsqu'il sera question d'employer les fonc- 
uons V, Vi, Vo, ..., pour la recherche du nombre des 
racines réelles de l’équation V = o qui sont comprises 
entre deux limites données. 

Cela posé, si N désigne le nombre des racines réelles 
de l’équation V=—o, N sera égal, d’après le théorème 
de Sturm, à l’excès du nombre #, des variations que pré- 
sente la suite V, V,, V.,.…., pour x ——, sur le 
nombre y, des variations que présente la même ‘suite 
pour æ = + , et 1l est évident que #, et ”, expriment 
aussi les nombres de variations contenues respective- 
ment dans les deux suites 


Lo — Pi, A A En ET meta 


I, Pi; P2; sh MeE Pme 


La somme #, + v, est évidemment égale à m; on a, par 
conséquent, 
Py = Pi— N, + Ur serr)t, 
d’où 
N EN 2: 5 


2 y, est donc le nombre des racines imaginaires de l’équa- 
uon proposée, et de là résulte ce théorème : 


Le nombre des couples de racines imaginaires de 
l'équation V—=oest égal au nombre des variations de 
signes que présente la suite des quantités 


T, Ps P>2; LOC Pm: 


257. Dansun Mémoire qui fait partie du tome XII du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, M. Bor- 
chardt a donné au précédent théorème une forme très- 
élégante que nous indiquerons ici. 


S. — Alg. sup., I. 37 
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On a 
Pare Ÿ (a —b}?(a—c}...(g —2x}), 


le nombre des racines a, b,c, ..…, g,h, qui figurent dans 
chaque terme étant égaläau; on a vu d’ailleurs (n°239) 


que le produit 


= (a—0b)(a — c)...(g —k) 


est égal au déterminant formé avec les pe? quantités 


| I I I ON PES : | 
| a b € 2 | 
| « b? c? h3,78) 
| a b C? RD 0 

| 

| ab ptet lotte 0, At 





donc p, est la somme des carrés de tous les déterminants 
que l’on peut former en prenant p colonnes verticales 


du tableau 





| I I 1 SE à 1 I 
| | 
| a b C PRET l | 
| | 
| a? b? c? MR TA 2 ‘ 
| 
TPM RER MES Tes Le | 
RARE AA NET jes17 Vru-TOi 
PE be c PARA ne 


qui renferme mp. quantités. Alors, si l’on pose 


eg RÉ. art DAC, Det REA, Reot EUAT en, 


on aura (n°244) 


Pa — — 1,1 Lo,2c + + Lune 


Or, n’est autre chose que la somme des puissances de 
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di 
degré À + p —- 2 des racines de l’équation V -- 0, etnous 
ferons en conséquence 


AA,p — Si+p-2; 


on voit que p, peut être représenté par un déterminant 
de p? quantités, savoir : 


LS AP POANRES RLETR 

ao £ WTA... | 

| Si S2 . Su 

| ll 

a CU nds Î 

Pa POS | $2 Sa «t3, « Su+1 0 

| 

(l 

\ Sy---1 Su e Sou—2 





La proposition que nous avons obtenue au numéro 
précédent peut alors être énoncée comme il suit : 


Taéorëme. — Soit proposée une équation V—0o du 
degré m. Des coefficients de cette équation déduisons 
les sommes des puissances semblables de ses racines, jus- 
qu'à l’ordre 2m—2 inclusivement, et avec ces sommes, 
que nous désignerons par 59, 51, 52» ..., 59 ...» Som_o, 


formons les quantités ps, Ps, ..., Pm eR posant 


Pi — So — M, 


ls s 
Pa: 9 
S1 S2 
PPS Sa 
| 
Pa A Sa, S3 1) «1 
| [l 
Pet 2 ; 
| So. $1 Se Sm-1 | 
| 
| S1 Sa S3 Sym | 
Pm-- É 
| | 
L Sym -19 Sam-2 | 


#7 
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l'équation V—0o aura autant de couples de racines 


imaginaires qu'il y aura de variations de signes dans 
la suite 


I, Pu P2; QU Pm: 


m 4 À 
COBROLEAIRE 1: —--1/ y a au plus —_ variations dans 


la suite rt; pi, Pa, .…., Pme 


CorozzammEe Il. — Pour que l'équation V =0 ait 
toutes ses racines réelles, il faut et il suffit que Les quan- 
tites 

Pas Ps33 +. Pm 


sotent toutes positives. 


ù pplication du théorème de Sturm à une classe remar- 
quable d'équations algebriques. 


258. Considérons les rm équations 


Li — A Li TT do Lo He. E Ayp,1 LT 
: BLa — Ay,9 Li do, Le Te. Am, Ts 
(x) 

RE LAN ETES CR A er 2 PR LAURE V'u à + 7 

LTm — di,m Li TE Go, Lo Tee Eyn,m Lm 


dans lesquelles les coefficients a sont des constantes 
réelles données satisfaisant à la condition 


di, j Ê € ji. 


Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport 


aux variables x; et, si l’on désigne par lle déterminant 


1,1 — F4 1 state Lin ,1 


(24 
5 pus Lie in ,2 


Œi,m La ,m RAS Zyn,m ET | 
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l'équation en g, l = 0, qui est du degré m, sera le ré- 
sultat de l'élimination des variables x entre les équa- 
ons (1). Cette équation comprend comme cas particu- 
liers celle dont dépend la recherche des axes principaux 
des surfaces du deuxième ordre, ainsi que celles au 
moyen desquelles on détermine les inégalités séculaires 
des éléments elliptiques des corps célestes. 

Nous nous proposons ici de démontrer une propriété 
fort importante de l’équation F = 0; elle consiste en ce 
que toutes les racines de cette équation sont réelles. On 
possède plusieurs démonstrations de cette proposition; 
mais la plus remarquable est celle que M. Borchardt a 
présentée, dans le Mémoire que nous avons déjà cité, 
comme une application du théorème de Sturm. D'après 
ce théorème (n° 297), la réalité des racines d’une équa- 
uon dépend des signes de certaines quantités que l’on 
sait former; dans le cas qui nous occupe, il se présente 
celte circonstance singulière, que chacune des quantités 
dont il s’agit est une somme de carrés. Nous croyons 
utile de reproduire ici la belle analyse de M. Borchardt. 

Multüplions chacune des équations (1) par g et subst- 
tuons, dans les seconds membres, à 9x1, SXo,...., SXm 
leurs valeurs tirées des équations (1): nous obtiendrons 
le nouveau système 


o2 nor) (2) EP E 

LL — diy li HE don Lo ete En Cm 

02 DIM a) AS (2) . (RES 
(2) CRT RES di,2 T1 M do,9 Lo Test ln,2 ln 
\ 

Ms LÉ AT he es à PT one ie cie aMe Pete sole tie eos 

2 aime) (2) À 1 (2) 

E° Tm — y mm T1 ne Aa ,in NP Sn NI Ayn,m 21) 

où 


h=m 


PASSAT Ta) 
at TS ue ET hi h,j* 


RAA 
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Si l’on multiplie chacune des équations (2) par get 
que l’on substitue à gx,, gx», ... leurs valeurs tirées 
des équations {r), on obtiendra un troisième système 
d'équations qui se déduira du système (1) en remplaçant 

r3 1té 4 
g par g° et les quantités a; ; par 


k= m CO = m ho —=m 
(Deus TA) Ve, (28. 0 
EN rites de CU AS di,nO 470,20 4pn®), j- 
Pl RO 1 ROd—1 


En continuant ainsi, nous obtiendrons le système d’é- 
quations qui correspond à la puissance ri" de g: 


O 
/ r Ne INTE (7) , (7) 
F4 Ti EST ds 1 T4 ni (La) lo 1 Ta FFMC Ain 1 À yn 9 
PE es TR (7°) | (7°) : (7) 
EX { é Tr di,2 Tir do 2 Do LITE AU Ayn,9 Ln 5 
(# 
ni CR APTE) (r) ; , (r) 
| ES Tm—— jm Li 7 om Lo TT + + + 1 Gin,m Tim) 
EX 
ou 


RO Em ROVER RCD — mm 


CE CR LE \ | 1\ 1) 7) A'EGDN 
AT: TE Gi ER rÉS. dj,n0 an, no >. R\237 


RO 1 AG —1 AGE 
k=m 
\ (r—1) 
Ep Ah, i h,j 
RAA 


S1 l’on multiplie les équations du système (r) par g” 
et qu'on substitue, dans les seconds membres, les va- 
leurs de gx, gx, ..., tirées du système d’équa- 
uons (7°), le résultat obtenu devra être identique avec 
le système d'équations (r --7'), et l’on aura, en consé- 
quence, 


h—1m 
(rar") 2: Fc te 
< ds EE Us À ER 
nel 


Mc 
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ou, en écrivant g et r— g, au lieu de r et r”, 
h=—m 
\ TE CRC 0 JE ose D 
(3) , Ya ai %h,j 
h==1 
Cette équation (3) subsistera pour toutes les valeurs 
de g moindres que r, savoir, 1, 2, ..., r—1; dans ie 
cas des valeurs extrêmes, on doit supposer 


) HT MERS 


{ "a 
LE 13 FAR 


L'équation ( (3) subsistera même pour les valeurs 4 == 0, 
== 7, si l'on convient de faire 


0 . « Ur 
\ At — 0, quand : et j sont inégaux, 
Le 


LsJ 


(5) 


| 1: quand =; 


Cela posé, revenons à l'équation l =-0; le premier 
membre [ est ce que devient le déterminant 


\ ZE  Uy,js do,9s +5 Amn,m) 


lorsqu’ on diminue de g chacune des mm quantités 


Œi,1) Œa,2; OR Tyn,m: 


On aura donc 
Chr Pres eme Er) dE TRTA ) Foe SEree 
et, par suite, la somme s, des racines de l'équation 


LT == 0 sera 


Dent 


ss 
= + So +... + Sn — > Aj,x. 


= 


En appliquant le même raisonnement au système d’é- 


nf » k 
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quatons (7) qui conduit à une équation du degré m en 
g”, nous obüuendrons 


—. 07 DA Voie SES A 
Sy RU (De ST SA 


ou, à cause de l'équation (3), 


RON UC 


(6) SD da a) 02), 


LA Te 


g ayantune valeur quelconque de zéro à 7. 
Soit maintenant, comme au n° 257, 








So à Si S2 .... Su—1 
$1 S9 Sa . Su 
Pa =! S2 Sa LS A 0 
| 
: | 
| Su—1 Su Sul . Sau—2 | 


d’après l'équation (6), les quantités dont se compose ce 
déterminant peuvent être représentées de la manière 
suivante : 


Ÿ a AO (0) ,(1) Ÿ « ÿ) ne 
MDANUE Ar AN ET RNA as Li a ar x 3 
(1) (0) l'nie (1) (1) : a) A ET? 
d de dent Ne RIT | =Ÿ « PE I? 


Ÿ 2 2)» 14 \ 4e 
OUR = pi a Pres a à ae TR tr 2e ar 1), 
: » { 4 A { 31 sJ 


se. METRE ENS + (W—1) ,(1) af œ. a m1) 
Su—1 ie 2) Î LR 7 ) Su Der he > dde: | Sau—2 — —— y "4 J 


les sommes se rapportant à à toutes les valeurs +1, 2, ..., m 


Qt 
CO 
> 
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des indices z et j. D’après cela, si l’on fait 


IMMO 


SV 


11 11 


— ( — 
Pay RE, | + ÿ,0 1,1 * + - F1, HTRE 


et, en appliquant aux pm? quantités 


on aura 


PRES? a, VUE (ERP 


Ch y 1,700 Fi PI 


le théorème du n° 244 {CorozLaIRE), on mettra p, sous 


la forme 
SIP AE NT CO (2) TRS ; 
(7) Pa — si | es ie PART NE Arr Par 


D Dial... 440); A) représentant H'sys- 
tèmes quelconques de deux indices #, j et la somme S 


se rapportant à toutes les combinaisons u à w des m? 
systèmes 1, J. 

La formule (7) montre que chacune des quantités p, 
est une somme de carrés. Ces quantités sont donc toutes 
positives ; il en résulte, comme on l’a vu au n° 257, que 
l'équation F — o a ses m racines réelles. 


Methode de M. Hermite pour déterminer le nombre 
des racines réelles d’une équation qui sont comprises 
entre deux limites données. 


259. Nous nous proposons d'exposer ici une méthode 
extrêmement remarquable de M. Hermite pour déter- 
miner le nombre des racines réelles d’une équation, 
comprises entre deux limites données. Cette méthode 
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repose sur les propriétés des fonctions homogènes du 

deuxième degré qui ont été établies dans ce Chapitre. 
Soient 


) = O 


(T) F(z) 


une équation du degré m à coefficients réels, et 


ses mn racines. 
Désignons par { une indéterminée et considérons la 
fonction homogène du deuxième degré 


I 


fe é Han £ (x — ax; = 7e EE 70 | . … - —— CR Ÿ 
ï ! b f b? ! br? 1 
(9 AU ". FRE (x "ir 0 0 do or ERA 
À / 
| : Î 3 L? J PAL 1e 2 
re Fe (0 - Lx - La + Dhs 
des m variables x, xs, -.., Xm_1. I est évident que / 


est une fonction symétrique rationnelle des racines de 
l'équation (1); on pourra donc l’exprimer rationnelle- 
ment par les coefficients de cette équation, et comme 
ces coefficients sont supposés réels, la fonction f sera 
également réelle, pourvu qu’on attribue à lindétermi- 
née 1 des valeurs réelles. Au reste, on peut calculer très- 
simplement les coefficients a; ; de la fonction f ramenée 
à la forme 


DEN ouab 


On a effectivement 


air} bi+i La Î 


{ \ 
(£) DS NRC LE PT LONRS 
(4) SN TPE 
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or, si l’on décompose la fraction rationnelle 
tiF'(e) 
ET 
en fractions simples, on trouvera 


a +i F'{4) | aiti bij li+i 
F{é) EUR FRET AMP L'ONU, 





E (£) étant le quotient entier de la division de 2ë*/F"(5) 
par F(£); donc, si l’on désigne par F; ;(£) le reste de 
cette division, on aura 








F;; ( (A ) a+} bé} +) 
À LA me Ste ++ ——) 
F{t) TE ET D 18 


im 10m 1 


ke LME ANT nn : Reel 
as ÉRÉ F{6) AR Ÿ Ÿ F(e) Li Tj. 








Désignons par A, l’invariant de f; d’après ce qu’on 
a vu au n° 247, cet invariant sera égal au produit de 


(a—t}(b—+t)...(1- 2) 





par le carré du déterminant 


LENCO TN CRE 
| Le :D% 1 b—1 | 
| Le 
POSER SEP OR RE PT PEU 

| | 
ME ET à En 


lequel est égal (n° 239) à 
H(a—b(a—c)...{a—1)(b—c)...(4—1); 


on a donc 








(6) Am — 


[2 ? x , 
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ce qui montre que l’invariant de f ne sera jamais nul si 
l'équation proposée n’a pas de racines égales. 

On peut encore tirer l'expression de A,,_, d’une autre 
considération qui fournit en même temps linvariant 


A m—t4 


de la fonction à laquelle se réduit f, quand on y suppose 
nulles lesu— 71 variables 


m—ir m9 ets mp1 


La fonction dont il s’agit sera donnée par la for- 
mule (3), si l’on suppose que les indices z et j ne varient 
que de zéro à m—yu; la formule (4) donnera les coef- 
ficients a; ;, et, comme elle peut s’écrire 

Pa ART QE 


D, ee EST TE 
ACER Dirt tu TER 








Ep 
Aj,j — 4 


linvariant AÀ,,_, sera égal (n° 244) à la somme des 
produits obtenus en multipliant l’un par l’autre les dé- 
terminants formés respectivement avec m—u + 1 co- 
lonnes verticales des tableaux dont les lignes horizontales 


sont représentées généralement par 


Qi. br ERA 


et 











chacun des indices à et j ayant les valeurs 0, 1, 2, 
m — pu. Si l’on suppose que les racines 


AU AR RE 


soient au nombre de m—1+1,le premier des déter- 
minants dont il s’agit sera égal à 


H{a—bl{a— che 2)(6 —c) (8 — 2) (8), 
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et le second sera égal au quotient de la même expression 
par 
(a—t)(b—#)...(A— 5); 


on aura donc 


CONTENT 
(7) RE VE nr ee t) , 





le signe Ÿ se rapportant à toutes les combinaisons 
Mm—pu+1àm—nu +1 des m racines a, b, c, .…., Î. 
Enfin, si l’on suppose que toutes les variables de f s’an- 
nulent à l'exception de x,, et qu’on désigne par A, le 
coefficient du carré de la variable restante, on aura 


(8) Hd ue 





La fonction f étant réelle, elle peut être ramenée, comme 
nous l’avons vu, par une substitution réelle, à la forme 


A; À; AVR 
(9) F=hX + EX + EX +... + = X}21. 
0 1 


1n=—2 





260. Cela posé, nous démontrerons, d’après M. Her- 
mite, le théorème suivant : 


Tuéorime. — Ziant donnée l'équation F(z) — 0 du 
q 
degré m, à coefficients reels et dont les racines supro- 
s ) É PL 


sées inégales sont a, b, c, ..., [, soit la fonction homo- 
gène réelle 








Fi De (ro + ax, + ax + PAC tent CNET 
1 { L b b2 pri—1 
(x) Gi À (To 7 Li TT VF La, Ends) 
—- LR DEL EN PRG ON es 0". m2 VC KA DA D | DT © ON Cf COL OX SO DO D EX DEN IN D DE RE EX, . 
l 1 Jri--1 
“ter alé î Lx, 4 ll + Lyn 1) 
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des m variables x5, &1, ..., Xm_, et dans laquelle t dé- 
signe une indéterminée réelle; si, par une substitution 
réelle, on ramène la fonction f à une somme de carrés 
de fonctions linéaires réelles, le nombre des carrés af- 
Jfectés de coefficients positifs sera égal au nombre des 
couples de racines imaginaires de l'équation F(z:)= 0, 
augmenté du nombre des racines réelles supérieures àt. 


D'après ce qu’on a vu au n° 259, l'invariant de la 
fonction f'n’est pas nul, et si l’on désigne par X5, X,,.…, 
XM_, mn nouvelles variables, les équations 


! 2 — ee 
| Lo + A + Ro +... +ar x, = X,, 
! 2 m—1 ae 
DA a br; Ai Né b La Gé aD UT 0 —— b À m1 ——-- X, 
(2) 
ne due e0 8 ee ele ES ee RUE Ut CL AT Us US TRE : 
CNE EN 2 PS 2 pe Nr AN Hd PRE C2 4 





pourront être résolues par rapport aux variables x; en 
substituant ces valeurs, l'expression de f deviendra 


{ 3 2 LL Era ù X? = j : X 2? 
EE Er L Ï Er ie MOMIE PORTE ile 
! ) DSL b=—t - 3 








Si toutes les racines à, b, c, .., l sont réelles, la sub- 
stitution (2) sera également réelle, et l’on voit que, dans 
la formule (3), le nombre des carrés affectés de coeff- 
clients positifs est précisément égal au nombre des racines 
qui sont plus grandes que t. D'ailleurs, toute autre sub- 
sütution, réduisant f à une somme de carrés, donnera 
le même nombre de coefficients positifs (n° 254); donc 
le théorème énoncé se trouve établi, dans le cas où les 
racines a, b, ..., Ê sont toutes réelles. 

Si les racines a, b, c, ..., Îne sont pas toutes réelles, 
la substitution (2) ne sera plus réelle, mais il est facile 
d’en déduire une autre qui le soit; car, supposons que a 
et b forment un couple de racines imaginaires conju- 
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guées, et que l’on ait 


4 r (cos « + ÿ—i sin a ), Die r(cos — ÿ—1sin&) : 


aux indéterminées X, et X, substituons-en deux autres 


Yo, Y1 telles que 


Xo = Yo -1- Yi ÿ—1, PER PRES € LP 


Il est évident que les deux premières des équations Foi) 
seront équivalentes aux deux suivantes : 


Lot ri COS& + 72 r9 COS 20 —- + rl, COS (ma ST )æ HE, 


Ty SN + 7° do SIND œ +7 ln SIN tm 1x — Yi, 


lesquelles ne renferment que des quantités réelles. On 
opérera de la même manière pour chaque couple de ra- 
cines imaginaires, et il est évident que la substitution (2) 
deviendra réelle par le simple changement de X,, X4, … 
77 nr PRE ON me 

Les deux racines imaginaires conjuguées a et b don- 
neront dans f la partie 


e 


PTT CURE Qt PU EST 


Vel À 





le m\A0! 


l’indéterminée t étant réelle, posons 


= (coso be VUE sin o) , A = p (cosu Sr var sin e), 





(AARSEETR à 


la partie de f que nous considérons deviendra 


F MR PAU sm 7 À 
CD CURE SA Bi fe PRE NES ET TRS 
8 | (cos? PA EE SITE 2 dix | 


ADN SPC AQ AN ie © Pi 
+ p | cos : — ÿ--rsin 2) (Yo —— Yi V au ; 


4] 


ou bien 


2 p (xicos ? — YŸ, sin 2 42 p (x, sin + Y, cos | ; 


/ 
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ce qui montre que, par notre substitution, deux racines 
imaginaires conjuguées introduisent dans f deux carrés 
dont l’un est affecté d’un coefficient positif et l’autre 
d’un coefficient négauf. 

On peut donc conclure que toute substitution réelle 
qui ramènera f à une somme de carrés de fonctions 
réelles introduira autant de carrés affectés de coeffi- 
clients positifs qu'il y a d'unités dans le nombre des ra- 
cines imaginaires de l’équation F (3) = o, augmenté du 
nombre des racines réelles supérieures à £; ce qui est 
précisément le théorème énoncé. 

CorozLaine. — S: l’on désigne par (t) le nombre 
total des carrés affectés de coefficients positifs dans la 
fonction f, le nombre des racines de l'équation F(z)= 0 
comprises entre deux nombres donnes t, et t, >> t sera 
égal à (t5) — (ti). 

Car, si l’on désigne par N, le nombre des racines su- 
périeures à {,, par N, le nombre de celles qui sont su- 
périeures à £,, et par 21 le nombre des racines imagi- 
naires, On aura, par le théorème précédent, 

(aie N; —+ I, (Oo) Æ=Ns +, 
d’où 
(4)—(4)= No — N:. 

261. Le théorème de Sturm peut être regardé comme 
un corollaire du précédent théorème. En effet, les quan- 
tités As, À, ..…., Am, étant définies comme au n° 259, 
la fonction f peut être mise sous la forme 


À A 
Arr 5 ME 2 1x ; mm —1 2 4 
Pr A X; | x, i se té je m 15 


0 À yn—2 





le nombre désigné par (t) exprime donc combien il y a 


de quantités positives dans la suite 
A; A, A; A 


AR ANT 2 Tes 
I A5 ; A; An 


SECTION II. — CHAPITRE IV. 593 


Nous avons donné au n° 259 les expressions des in- 
variants À,,_,, et l’on voit, en se reportant à ces expres- 
sions et au théorème de M. Sylvester, que si l’on dé- 
signe par V, la dérivée du polynôme V :=F{#), et par 
Vo, Vs, ..., Vn les restes changés de signe que l’on 
déduit de V et V,, par l'opération du plus grand com- 
mun diviseur, on a 


AY Pi V, A 4 V; A; V; Ant se Ve : 


— Es) SERRE" ES APRES Mr ET A ne — 


l V À, V: à; Va An 2 Val 





donc le nombre ou exprime aussi combien il y a de 
quantités négatives dans la suite 
V, V; V; Ver 


de Æ. LL 


LR di PAPE APE 





ctilest égal, en conséquence, au nombre des variations 
contenues dans la suite 


Ve: V;, V>, sue.» 9 Ve 


On conclut de là que le nombre des variations perdues 
par la suite précédente, quand on passe de £=—#9 à 
tt, > to, est égal au nombre des racines de l’équa- 
uon V == 0, qui sont comprises entre {, et {,, ce qui est 
précisément le théorème de Sturm. La démonstration 
nouvelle de ce célèbre théorème est bien remarquable, 
car on n’y emploie, comme le remarque M. Hermite, 


aucune considération de continuité. 


262. J'arrive maintenant à la méthode pratique donnée 
par M. Hermite pour déterminer le nombre représenté 
par le symbole {t). D’après ce qui précède, il suffira, 
pour remplir cet objet, de ramener à une somme de car- 
rés, par une substitution réelle quelconque, la fonction 
désignée par f et que nous savons former. 

S. — Alg. sup., 1. 38 


LA 
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Soient, comme précédemment, 

Va BE NS ENT eh NE 
les m racines de l'équation proposée 
(1) Ffz)= 23 + pr pe LE Ep, 12 Pr 0; 
si l’on fait, pour abréger, 
pis) sai Pare. AM 7e 

l'expression de la fonction f sera 


pl ar OA CNRS gp? (7) 
Le OR TEA CRE 








D 


Désignons par 
X0 X4, ORLai re) ba 
de nouvelles indéterminées, et posons 
D{z) = Xo + 2X1 + 2X, +... +ztiX, 
Nous ferons en premier lieu læ substitution propre 
à rendre identique, relativement à l’indéterminée z, 
équation 
{ RAT 2) ; 
plz) (2 —6#)8{z) — Xh4F(2); 
en égalant entre eux les coefficients des mêmes puis- 
sances de &, on formerait les équations nécessaires pour 
exprimer les variables x en fonction des variables X. 
Mais ce calcul ne nous est pas utile, et 1l suffit de re- 


marquer qu'en remplaçant z par chacune des racines a, 
b, ..., [, l'équation précédente nous donne 


p(a}=(a—Do(a), #18) —(6—#8(8), …, ef) =(1—#a(e). 


La fonction f, définie par l'équation (2), se changera dès 
lors en une fonction $ des nouvelles variables, et l’on aura 


” 


(3) S—(a—+)d(a)+(b— 56) ®(b) +...+(1— 8) p2(7). 
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Cette première transformation étant effectuée, nous en 
ferons une seconde, définie par les équations suivantes, 
OÙ Zo; 73, ---, Zm désignent les nouvelles variables : 


Xo — 21 Te P1 m2 Te Pa m3 ++ Pm—1 20) 
Xi — Zm2 + Pi Zm—s ee + Pm2 20 
(4) Xe = 2m3 + Pi Em re + + + Pm—s 20 


Des = Z1 + P1 Zo: 


et = Zo: 


Le quotient de F(z) par z — a est évidemment 


MA ‘5 nm —2 ” m—3 0 
De PH re Pa da Pet pat | 7 
A Us: | TT Pia | ral Pm—24 | 
HAT 0 Le DREN TRAINERS NET | 

L am—1 | 


et si l’on remplace, dans cette expression, les exposants 
de z par des indices de même valeur, on obtiendra, 
d’après les formules (4), le résultat suivant : 


Xo —- aX; —+ dx, + .,, —- ami A 
c’est-à-dire ® (a). D’après cela, on peut écrire 


F(z z 
o(a)=2Ul, oç)= FE, .., og = 2, 








pourvu que, les divisions ayant été exécutées, on rem- 
PiCeDartOuteN the; 2m var ss, 2, . 


>) Sm—1- 


Pareillement on pourra écrire 


TRE F(z) F{z/) 


PURE LL 





L 


z! étant une indéterminée à laquelle on doit appliquer ce 
qui vient d’être dit relativement à z, en sorte que, la 


38. 


M ; : 
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division faite, on remplacera toute puissance telle que 
z'“ par z.. 


D'après cela, la formule (3) deviendra 





F(z)\ F{z 
ins (a — 1) EE ) 
Z — di. 
le signe Ÿ se rapportant aux racines &, b, ..., L. Dans 


cette formule symbolique, le second membre est une 
fonction entière des variables z et z/; on peut l'écrire de, 
diverses manières, et le résultat définitif sera toujours 
exact, quand, la fonction $ ayant été ordonnée par rap- 
port à z et à z', on-remplacera les puissances zë, z'/ par 
Zi, zj respectivement. Cela étant, on a successivement 


a —="t 





OO) ren 


Rad fe er 
A AE (SI =). 


On a d’ailleurs 
































À Be LA }; DEL EN NUS ; F'{z) 
He He) 2 à, 10 ER 
donc on a définitivement 
mn g=(=sdrPRir(s)- (te s)rfe)R (2) 
Z — 7 


expression de laquelle ont disparu les racines a, b, c, 
Donc, pour avoir le nombre représenté par (t), 1l suf- 

fira de mettre le second membre de l'équation (5), sous 

la forme d’un polynôme ordonné par rapport aux puis- 
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sances de z et de z'. On remplacera ensuite chaque 
puissance z£ ou 3° par z; et l’on obtiendra la fonction 
homogène $, qu’on ramènera à une somme de carrés par 
la méthode connue; le nombre de carrés affectés de 
coefficients positifs sera précisément (1). 

Lorsqu'on veut avoir le nombre des racines de l’équa- 
uon F(z) — o comprises entre deux limites #5, {, don- 
nées numériquement, 1l conviendra le plus souvent, pour 
obtenir les nombres(f,)et(£,), d'opérer sur lesexpressions 

(0—2)F(z)F(z)—(0—z)F(z)F(:) 


ne — Re = 








dont les coefficients sont tous numériques, et non pas 
sur l’expression générale qui contient l’indéterminée t. 


EXEMPLE. — Supposons qu'on demande le nombre des 
racines de l'équation 


VAN 32 de DCE Me 4 


qui sont comprises entre oet 1. 
On a, dans ce cas, en faisant abstraction du facteur 3, 


qu (e s)(t r)(st 82 +) (er) 1) fs 3er) 


: 
Z — 3% 








et cette formule symbolique donne la formule exacte 


ÿ —- t(— a 2 Dec 4 2° mat A + 22) 24 Du es 22622) 


PANLS 2 


+ (2; z° — 2%Z0 22 + 42 22). 


Si l’on fait successivement t = 0, t==1, on obüent les 
deux fonctions homogènes 


22 — 7} — 22929 + 42129 — (20 — 2} — (2 — 229}? + 3z;, 


— 225 — 07 —7}+222+A22 —— (22— 22) —(2 — Zo) — 2}. 
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Il y a deux carrés affectés de coefficients positifs, dans 
la première de ces fonctions, tandis qu'il n’y en a aucun 
dans la seconde; donc l’équation proposée a deux ra- 
cines comprises entre o et 1. 

On doit remarquer aussi que, si l’on donne à £ une 
valeur positive infiniment grande, la fonction $ divisée 
par { se réduira au polynôme 


— 325 — x — 35 + 229 2 + 280 2 


lequel peut être mis sous la forme 


2 


2 


Comme on n’obtüent, dans ce cas, aucun carré affecté 
de coefficient positif, le nombre des racines supérieures 
à l'infini, augmenté du nombre des couples de racines 
imaginaires, se réduit à zéro. On peut donc reconnaître, 
par ce simple calcul, que l’équation proposée a toutes ses 
racines réelles. 
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CHAPITRE V. 


DÉVELOPPEMENTS RELATIFS A LA THÉORIE DE L’ÉLIMINATION. 


Des fonctions symétriques et rationnelles des solutions 
communes à plusieurs équations. 


263. Nous avons exposé dans le Chapitre [°' une mé- 
thode fondée sur la théorie des fonctions symétriques, 
. pour l'élimination d’une inconnue entre deux équations, 
et nous en avons déduit pour ce cas particulier la démon- 
stration du théorème de Bézout relatif au degré de l’équa- 
uon finale. On peut établir ce théorème dans toute sa 
sénéralité en suivant la marche indiquée par Poisson dans 
le XIe Cahier du Journal de l’Æcole Polytechnique. 
Nous commencerons par étendre au cas d’un nombre 
quelconque d'équations la méthode d'élimination par les 
fonctions symétriques, précédemment exposée pour le 
cas de deux équations seulement. Cette extension repose 
sur la considération des fonctions symétriques des solu- 
ons communes à plusieurs équations, fonctions dont 
nous allons d’abord nous occuper. ; 

Pour éviter les difficultés que peuvent présenter les 
cas particuliers, nous ne raisonnerons ici que sur des 
équations générales dont les coefficients demeurent in- 
déterminés. 


264. Cas DE peux ÉQuATIONS. —- Soient deux équations 


Dico sn E(x,#}=0; 
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entre les deux inconnues x et y, et 


PTE AN Fes a NS PER 2e 

les systèmes de solutions communes à ces deux équa- 
ons. On nomme fonction symétrique de ces solutions 
communes toute fonction qui ne change pas de valeur 
quand on y permute les groupes (x 74), (Xo Yo), --., 
les uns dans les autres; nous considérerons seulement 
les fonctions symétriques rationnelles. Une fonction de 
œtte espèce est toujours exprimable rationnellement par 
les coefficients des équations proposées. 

Par un raisonnement tout semblable à celui que nous 
avons fait au sujet des fonctions symétriques des racines 
d’une équation à une inconnue, on fera voi» que la dé- 
termination d’une fonction rationnelle et symétrique des 
solutions (x, y), (X2Y2), ... se ramène à celle de fonc- 
ions symétriques entières, homogènes, et dont les dif- 
férenis termes se déduisent les uns des autres, en chan- 
geant les indices des lettres x et y, mais sans changer 
leurs exposants. Les fonctions symétriques auxquelles 
on est ainsi ramené seront dites simples ou du premier 
ordre, doubles ou du deuxième ordre, ete., suivant que 
chacun de leurs termes contiendra les lettres d’un, de 
deux, etc., groupes (x1Y1), (Æo Yo), .... La forme 
générale des fonctions simples sera 


FOTO ADR A ER MI AE 
TA : OU re TUE er 


p ou 4 pouvant être nul. Nous représenterons une pa- 


reille fonction par Ÿ x yT+ La forme des fonctions dou- 


bles sera 


! 14 f 
PMR ler 21) q 
x? ylx Le a yTap yT 
17% Te Je + OU VAE Qu ŒUE His. 
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> et ainsi de 


L4 ! LA 
nous la représenterons par Ÿ Lab AE 


suite. 


Voici la méthode donnée par Poisson pour calculer la 
1 1 pit 
fonction simple Ÿ CHR AE 


Désignons par { une nouvelle variable, par « une in- 
déterminée, et posons 


1 F- ? « _— rs 
= ray, d'OULNR EE dy 


en substituant cette valeur de x dans les équations pro- 
posées, celles-ci deviennent 


Pire ME r ro. 
et, en éliminant y, on a une équation finale en t, 
Mit) 0, 


qui contient dans ses différents termes l’indéterminée «. 
Cette équation en £ a pour racines 


A Pt le TA 91 het à 0 En 17 AY ns 


et elle est, par conséquent, du degré 7. D'ailleurs, la 
somme des puissances semblables de degré y des racines 
de l'équation en + peut s'exprimer rationnellement 
(n° 171) par les coefficients de cette équation, c’est- 
à-dire en fonction de z et des coefficients des équations 
proposées. On aura donc 


(ai ch aa JE (re + apo)Pe . (as E ayn}" 
= A, —- À, œ —- À arte ae | 
formule où AÀ,, A,, ... désignent des quantités con- 


nues et exprimées rationnellement par les coefficients 
des équations proposées. Cette équation ayant lieu quel 
que soit , les coefficients des mêmes puissances de 
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doivent être égaux dans les deux membres, et il en ré- 
sulte cette suite d’égalités : 


D. 4 Fr 
“+ FA Le at y Te A) 
22 Es N 
4 '4 L NE ! fe 1 # (nd L A 378. 
La ga + a Ja + AA ASE À 
(te or) (UNE EU Ha on RSS 
dre ES Miami Je T Tr TON A2; 


qui feront connaître les fonctions simples ee de 
degré p + q =. 

Le calcul des fonctions doubles, triples, etc., peut être 
exécuté de la même manière que dans le cas des fonctions 
symétriques ordinaires. Par exemple, pour avoir la fonc- 


” f 14 . . 

tion double Dur x? y, on multiphiera ensemble les 
e 5 - Se: Peg : - 

deux fonctions simples Ÿ GS et y x 0YE 6 LI DÉCUES 


. . u À ! 
se composera de la fonction simple ÿ GA LE T ÉNRMRRE 


la fonction double qu'on veut trouver. On aura donc 


\ pl op 20 =) 41) ‘P cn), .PHP°2.9-#+04 
PETITS JTE ri (UE 4 4 je 4 


Seulement il ne faudrait prendre que la moitié de cette 
valeur, si l’on avait à la fois p'== p, g'== q. 

Les fonctions triples, etc., se calculeront d’une ma- 
nière analogue. 

Ce qui précède suffit pour établir, comme nous l’avions 
annoncé, que les fonctions symétriques et rationnelles 
des solutions communes à deux équations peuvent s’ex- 
primer rationnellement par les coefficients de ces équa- 
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tions, et l’on voit que leur détermination exige seule- 
ment l'élimination d’une inconnue entre deux équations. 


265. Cas D'UN NOMBRE QUELCONQUE D'ÉQUATIONS. — 
La même méthode s'applique à un nombre quelconque 
d'équations. Supposons, par exemple, qu’il s'agisse de 
trois équations à trois inconnues 


LE D 4120, Fée, Ÿa BE O, dix ruzles 0. 
et soient 
(æ4, Y 19 Zi) ka: Ja 22) 3 FURX: NP ES Zn) 


les systèmes de solutions communes à ces trois équa- 
uons. Conservant la classification que nous avons adoptée 
des diverses fonctions symétriques, la forme générale 
des fonctions simples sera 


CPC EN RES LORN REX rie STE NP TE SUR 
RETIRE de EU NS nn 07 


celle des fonctions doubles sera 


DS PRET D Ten 
LEE def CO ES AE em 


: 
et ainsi de suite. Et c’est à la détermination des pre- 
mières que se ramène celle de toute fonction symétrique 
et rationnelle. 

Désignant par £ une nouvelle variable, par & et 6 
deux indéterminées, nous poserons 


= x —- YF 6z, doùutr=r "1 A d'nece 63. 


Ayant substitué cette valeur de x dans les équations pro- 
posées, nous éliminerons y et z; nous obtiendrons ainsi 
une équation finale en £, 


dE, &, Dev, 
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contenant les indéterminées & et 6, et dont les racines 
seront 


à e | eds, 
TH aYi + 62% To a Vo 622, ..., Ln + aYn On. 


La somme des puissarices pièmes de ces racines pourra 
s'exprimer rationnellement par les coefficients de l’é- 
quation en t, c'est-à-dire en fonction des indéterminées 
æ et 6 et des coefficients des équations proposées. On 
aura ainsi une équation de la forme 


\ (rs + ay +62)" =Y Ayrat6r, 


di 


où le coefficient À, désigne généralement une quantité 
connue. Le signe sommatoire 2 du premier membre 
s'étend aux 7 racines de l'équation en #, celui du second 
membre à toutes les valeurs de g et de 7', telles que 


q FT— OÙ :< Le 


En posant p—u—4—7r, et égalant les coefficients de 
a1 67 dans les deux membres, on aura 


1: SORT HOT R 
(rs MP RS A (ra sd 2, —Ay,r) 


c’est la formule qui fera connaître les fonctions simples. 





Pour former les fonctions doubles, triples, etc., on 
procédera comme dans le cas des deux équations. La 
forme du calcul est la même, et l’on voit qu’en général 
les fonctions symétriques’ et rationnelles des solutions 
communes à plusieurs équations s’exprimeront toujours 
rationnellement par les coefficients de ces équations. 

Il faut remarquer que la détermination des fonctions 
symétriques des solutions communes à trois équations 
exige l'élimination de deux inconnues entre trois équa- 
tions, et généralement la détermination des fonctions 


SECTION II. — CHAPITRE V. 60) 


symétriques des solutions communes à Æ équations exige 
l'élimination de À — 1 inconnues entre Æ équations. 


Extension de la méthode d'élimination par les fonc- 
tions symétriques, au cas d’un nombre quelconque 
d'équations. 


266. La méthode que nous allons exposer, d’après 
Poisson, donne le moyen d'éliminer À — 1 inconnues 
entre À équations, lorsqu'on sait éliminer 4 — 2 incon- 
nues entre À — 1 équations, et, par conséquent, cette 
méthode ramène tous les cas, en dernière analyse, à l’éli- 
mination d’une inconnue entre deux équations. 

Pour fixer les idées, nous considérerons quatre équa- 
tions seulement, entre quatre ou un plus grand nombre 
d’inconnues ; mais on verra sans peine que notre raison- 
nement est général et qu'il s’appliquerait sans modifi- 
eation au cas d’un nombre quelconque d'équations. 

Soient donc les quatre équations 


it mou. :)r0, 

DEN 2 de ls 

() px, J, 3, U, ET 
DE, 7, zu uses 0) 


entre quatre ou un plus grand nombre d’inconnues x, y, 
3, u, ..., etproposons-nous d'éliminer trois inconnues, 
x, Y, Z par exemple, entre ces équations. 

Considérons en particulier les trois premières des 
équations (1), 


flerem. 0 
(2) Bien 2) 2 0, 
o(æ, PTT = Qi 


et, en regardant x, y, z comme fonction des autres va- 
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riables, u, ..., désignons par 
Lre JA z1), ETS Ja) 22), +. Es Jr Zn) 


les 7 systèmes de solutions communes aux équations (2). 

Cela posé, remplaçons (x, y, z), dans la quatrième 
des équations (1), successivement par chacun de ces 
n systèmes, et désignons par V le produit des résultats 
ainsi obtenus, en sorte qu’on ait | 


(3) V= dr, yann.) (re, Va, 2, 2 02 Ps de 
l'équation 


(4) Ya 0 


\ 


sera l'équation finale résultant de l'élimination de x, } 
et z entre les équations (1), car cette équation (4) exprime 
la condition nécessaire et suffisante pour que les équa- 
tions (1) admettent un système (x, y, z) de solutions 
communes. D'ailleurs V est une fonction symétrique et 
entière des solutions communes aux équations (2); on 
pourra donc l’exprimer rationnellement par les quan- 
utés indépendantes de x, y, z qui entrent dans les équa- 
uons (1). Pour cela, désignant, comme précédemment, 
par £ une nouvelle variable, par « et 6 deux paramètres 
indéterminés, nous poserons 


CE LE UTC 62, d'ours re — ay — 62; 


en substituant cette valeur de x dans les équations (2), 
on aura les trois suivantes : 


[1 


| 


ll 
| 
| 
/ 


Il 


[es 
rm 
à <<, 
| 
| 
8 
S 
| 
OD 
AN 
» 
A 
& 


0, 
0, 
CAD EL 7) N, 2, 1, 12 0 


entre lesquelles il faudra éliminer yetz. C’est donc à 
l'élimination de deux inconnues entre trois équations 
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que nous ramenons l'élimination de trois inconnues 
’ eu OR AE @- . £ 
entre quatre équations. L’équation finale en £ qui résulte 
9 ’ LJ L1 . Fr LA - Le2 
de l'élimination de y et de z entre les équations (5) aura 
pour racines 


Li + ai + CENT » Tor AYe 02, os En TAÏn + 02 : 


et son degré sera égal à 7. Supposons cette équation 
formée, et ordonnons-la par rapport à £; elle sera 


(On at pete pe pt pr 0, 


Pi» Pos --- étant des fonctions rationnelles de w, .... 
qui contiennent aussi les paramètres & et 6. Cette équa- 
tion (6) servira, comme nous l’avons vu précédemment, 
à calculer les diverses fonctions symétriques des solutions 
communes aux équations (2), dont l'expression de V est 
composée, et le problème sera enfin résolu. 

Cette méthode conduit, dans les applications, à des 
calculs d’une longueur rebutante; mais nous allons en 
conclure aisément une démonstration nouvelle du théo- 
rème de Bézout, relatif au degré de l’équation finale, ce 
qui est l’objet principal que nous avions en vue. 


Théorème de Beézout sur le degré de L ‘équation finale. 


267. D’après ce qui précède, 7 étant le nombre des 
solutions communes (x, y, z) aux équations (2), on ob- 
üendra une équation finale du même degré 7 en élimi- 
nant deux inconnues quelconques entre les équations (2). 
Cela est d’ailleurs évident a priori, car, à cause de la 
généralité que nous supposons aux équations, tout esi 
semblable par rapport à x, y, z, u, .... Toutefois, il 
est important de faire cette remarque, parce que le con- 
traire pourrait avoir lieu si l’on attribuait aux coeffi- 
cients des valeurs particulières. 
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Lemme. — Si n désigne le degré de l'équation finale 
qui résulte de l'élimination de deux inconnues entre les 
trois premières des équations (1) et m le degré de la 
quatrième équation (1), le degré de l'équation finale 
résultant de l'élimination de trois inconnues entre les 
quatre équations (1) est au plus égal à mn. 


L'équation (6), qui résulte de l’élimination de y et z 
entre les équations (5), étant du degré n, les coefficients 
Pr, Pas --. sont des fonctions entières de uw, ..., dont 
la première est au plus du premier degré, la deuxième du 
deuxième degré, etc. Cela posé, la somme des puissances 
semblables de degré w des racines de l’équation (6), 


c'est-à-dire Ÿ (xs + ay + 67, )", peut s’exprimer sous 
LA 


forme entière, en fonction des coefficients ps, ps, ..., 
par une formule qui est au plus du degré w par rapport 
à u, ...; donc une fonction symétrique simple, telle 


que Dar z;, de degré p+ qg+r—, s'exprimera 


par une formule qui sera elle-même au plus de cedegré y, 
par rapport à u, .... [l résulte de là, et du mode géné- 
ral suivant lequel les fonctions symétriques et entières 
les plus compliquées se forment à l’aide des fonctions 
simples, que toute fonction symétrique et entière du 
degré y des solutions communes (x,, ÿ1, 31), ..., aux 
équations (2), s’exprimera par une formule entière qui 
sera au plus du degré s par rapport à u, .... Or cha- 
cun des termes de l'expression de V, donnée par l’équa- 
uon (3), est le produit de puissances de u, ..., dont 
les exposants ont une somme mn —u inférieure à mn, 
par une fonction symétrique et entière de degré u des so- 
lutions communes (x,, Y1, Z1), -.., aux équations (2). 
Donc, enfin, chacune de ces parties de V s’exprimera par 
une formule qui sera au plus du degré mn par rapport 
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à u, ..., et, par suite, l'équation V — o sera au plus du 
degré mn. 

On pourrait faire à la démonstration précédente l’ob- 
Jection que voici : Le raisonnement suppose que les 
coefficients p,, p2, ..., Sont entiers par rapport aux 
variables u, ..., ou, en d’autres termes, que l’équa- 
uon (6), qui est du degré 7 par rapport à chacune des 
variables £, u, ..., est de ce même degré par rapport 
à toutes les variables. Or cela n’est pas tout à fait évi- 
dent, quoique les équations (1) ou (5) soient supposées 
chacune la plus générale de son degré. Voici, ce me 
semble, la manière la plus simple de lever cette objec- 
uon. Si quelques-uns des coefficients Pi» Ps, -.. étaient 
fractionnaires, quelques-unes des racines £ de l’équa- 
uon (6) deviendraient infinies pour certaines valeurs finies 
des variables w, .... Or je dis que cela ne peut avoir lieu, 
tant qu'on laisse indéterminés les coefficients des équa- 
uons (2) ou (5), etil suffit évidemment, pour justifier 
cette assertion, de citer un cas où cela ne soit pas. Sup- 
posons qu'on donne aux coefficients des équations (5) des 
valeurs telles, que chacune, restant du même degré, se 
décompose en facteurs linéaires de la forme 


t+ay +bz+cu+...+1; 


u 


on pourra exprimer chacune des racines 4 de l'équation 
finale relative à ces équations particulières, en fonction 
de u,..., par les formules qui servent à la résolution 
des équations du premier degré; et ces valeurs de £, 
étant évidemment de la forme de gu+...+f, ne pour- 
ront devenir infinies pour des valeurs finies de u, .... 
On déduit aisément du lemme qui précède la démon- 
stration du théorème de Bézout. 


Tuéorime. — Le degré de l'équation finale qui re- 
S. — Alg. sup., 1. 39 
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sulte de l'élimination de k — 1 inconnues entre k équa- 
Lions est égal au produit des degrés de ces équations. 


Soient, en effet, 
MTS ISO. NE 


les degrés des À équations. Le degré de l'équation finale 
qui résulte de l'élimination d'une inconnue entre les 
deux premières sera égal à m2, m°, ainsi que nous l’avons 
établi au n° 486 : donc, d’après le lemme qui précède, 
si l’on élimine deux inconnues entre les trois premières 
équations, le degré de l'équation finale sera au plus 
My Mo >< M3, OÙ Mio M3; de même, si l’on élimine 
trois inconnues entre les quatre premières, le degré de 
l'équation finale sera au plus m, m3 m3 >< m, ou 
M Mo ms M. Et l’on voit, en continuant ainsi, que le 
degré de l’équation finale qui résulte de l'élimination de 
k 


au produit des degrés de ces équations. 





x inconnues entre les Æ équations sera au plus égal 


On peut ajouter que le degré de l'équation finale sera 
précisément égal à ce produit, si les équations proposées 
sont chacune la plus générale de son degré, comme nous 
l'avons supposé. On s’en assure aisément en considé- 
rant un système de Æ équations décomposables chacune 
en facteurs linéaires, ainsi que nous l'avons déjà fait 
au n° 71. 


Développement d’une fonction algébrique implicite 
en serie ordonnée suivant les puissances décroissantes 
de sa variable. 


968. Les recherches que je vais exposer ici font partie 
d’un beau Mémoire sur l'élimination, publié par M. Liou- 
ville dans le tome VI du Journal de Mathématiques. 


en 
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Soit 
(1) MO 0 on = M'Eo 


une équation du degré m entre deux variables x et 7. 
Si cette équation est du degré mn par rapport à y, elle 
aura 71 racines y, qui seront fonctions de x, et que nous 
nous proposons de développer suivant les puissances dé- 
croissantes de x. En réunissant les termes de même de- 
gré, l'équation (1) pourra s’écrire de la manière suivante : 


(2) mm f(2) So Ca À (2) Ham? fe (2) LrO: 


4 


ou, en posant” ere S' 


(3) BOT (UN ol Er 2 eu) +, = 0: 


fs Ja fes +... désignent ici des polynômes dont le pre- 
mier est du degré 7»; les autres sont au plus des degrés 
Mm—1,m—2,..., respectivement. Dans le cas le plus 
général, ces polynômes sont précisément des degrés mr, 
M—1, Mm—9, .... 
Les m valeurs de w fournies par l'équation (3) sont 

des fonctions de x qui, pourx = + , se réduiront aux mm 
racines de l'équation 


(4) PR PA EE 
on pourra donc poser généralement 


(5) u — à 6, 


I 4 
e s'annulant avec —. Nous nous bornerons au cas où les 
Es . 


racines de l'équation (4) sont inégales, et, dans tout ce 
qui suit, cette hypothèse doit étre maintenue. Portons 
dans l’équation (3) la valeur de u tirée de (5); on aura 


(6) ue Jde LR €) + ami f (a 4 €) "7 xl? fala ke e) RL Où 
39 - 
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Développant chaque terme par la formule de Taylor, 
ayant égard à l’équation (4), et divisant par x”! il vient 


[(eæ) F'(a) +fila)] 
DT IT pr) (ee) pre) + At) ] 6 


24 1.2 


faisons maintenant x — © dans cette équation, et dési- 
gnant par a la limite de ex, il vient 


(8) a f'(a)+fi(a)—o, 
d’où 

AE ER 
(a) Re f'(a) 


Cette valeur de æ sera toujours finie, car, par hypothèse, 
l'équation f (æ«)— o n’a pas de racines égales. 

Puisque ex a pour limite la quantité a’, dont nous 
venons de trouver la valeur, on pourra poser 


EX — x He 
d’où 


' ! 
(4 € 


(10) SEE 


I L3 . 
e’ s’annulant avec —: Par suite, la valeur (5) de uw devient 
T 


| a e' 
(11) LE D Pre ie 
FA T 


C’est la série dans laquelle w se développe, quand on se 


, 


. e 
borne aux deux premiers termes; — est le reste corres- 
TX 


pondant. 

On peut déterminer la limite du produit ex de la 
même manière que celle du produit ex. Si, en effet, on 
porte dans l’équation (7) la valeur de €, tirée de (10), 
qu’on multiplie ensuite par x, et qu’on ait égard à l’é- 
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quation (8), il vient 


(ee)f' (a) + | 


œ 





- Fa) +a'f" (æ) + fale) | LE 0: 


I 

en désignant par E une somme de termes qui s’annulent 
] . ? . . 

avec —; faisant donc x == æ , et désignant par æ” la li- 
1 


mite de ex, on a 
CREACE EP ACECACEE CI EC 


équation qui détermine la valeur de &”. 
Connaissant la limite «” du produit &/x, on pourra 
poser 
Bt = apr 
d’où ‘ 


(13) de He, 


L4 e ’ . , . I 
e/ étant une nouvelle quantité qui s’évanouit avec — + D’a- 
# js 


près cela, la valeur de (11) de u devient 


" 


= 


a' Fa 
(14) D ment Er ss 





c'est la série qui exprime la valeur de « quand on se 
/, 


‘À 

, . € 
borne aux trois premiers termes; — est le reste corres- 

“A 

pondant. 

On pourra obtenir ainsi autant de termes que l’on vou- 
dra du développement deu, et, commey=—ux, on aura, 
par suite, autant de termes que l’on voudra du dévelop- 


pement de y; on a, en particulier, 
VAT -+Ex, 


Y=ar+ a +e, 
(15) ; 1/4 ge” 


œ 
J=ar+ a+ — + —- 
TL TZ 
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La deuxième de ces trois formules comprend toute la 
théorie des asymptotes rectilignes ; la courbe représentée 
par l’équation (1), où x et y désignent alors des coor- 
données rectilignes, a pour asymptote réelle ou imagi- 
naire la droite représentée par l'équation 





(16) Y=ar+u. 


La différence e’ qui existe entre les coordonnées de la 
courbe et de l’asymptote est généralement un infiniment 


Jr 1220048 
petit du premier ordre, en considérant — lui-même 
TL 


comme un infiniment petit du premier ordre. 
La courbereprésentée par l’équation (1) admet aussi 
pour asymptote lhyperbole que représente l'équation 


" 


(19) L arte +; 


[4 


. Fe £ : 
mais dans ce cas la différence — desordonnées des deux 
TL 


courbes est un infiniment petit du deuxième ordre au 
moins. La courbe (17) pourrait être appelée asymptote 
du deuxième ordre de la courbe proposée ; et, comme 
on peut pousser aussi loin que l'on veutle développement 
de y en série ordonnée suivant les puissances décrois- 
santes de x, il en résulte une infinité de courbes des 
degrés respectifs 3, 4, ..., et qui auront, avec la courbe 
proposée, un asymptotisme de plus en plus intime. 

On voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d’insister 
sur ce sujet, comment il faudrait modifier la méthode, si 
l'équation 


DAS 0 


avait des racines égales, contrairement à l'hypothèse que 
nous avons faite. 
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Formation de l'équation finale qui résulte de l'élimi- 
nation d'une inconnue entre deux équations à deux 
inconnues. Nouvelle demonstration du théorème de 
Bézout. Somme des racines de l'équation finale. 


269. La méthode que nous venons d'exposer permet 
de former autant de termes que l’on veut de l'équation 
finale qui résulte de l’élimination d’une inconnue entre 
deux équations. Soient les deux équations générales 


M (x, ro, 
(n) RUN 
ÉErMIEZ"U, 


des degrés m et n respectivement; en réunissant les 
termes de même degré, on pourra les écrire de la ma- 
nière suivante : 


| + s (2) get fl (:) Lan f, () L'UOMES 
“A 5 À VA 
4 ÿ 9 A 

zx" F (2) uv PAU un F, (2) ee x—? F, (2) TT EH 
64 L LT 


- 


(2) 


f; frs f2. -.. sont des polynômes respectivement des 
degrés m, m—1,m—2,...;F, F,,F,,..., des po- 
lynômes des degrés n, n—1,n—2,.... 

Soient Yy» Vas =.» Ym les valeurs de y tirées de la 
première des équations (1); portons-les dans le premier 
membre de la seconde, et désignons par V le produit 
des résultats ainsi obtenus, de manière que l’on ait 


(3) VSaNilte, MURN ETS EN le À 
l'équation finale qui résulte de l'élimination de y sera 
NY = 0: 


On calculera aisément la fonction V, en développant en 
série, suivant les puissances décroissantes de x, chacun 
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de ses facteurs, dont l'expression générale est N (x, y). 
Je dis même que, si l’on ne veut connaître que le premier 
terme de V, il suffit de borner les séries dont nous par- 
lons à leur premier terme; que, si l’on ne veut que les 
deux premiers termes de V, il suffit de connaître les deux 
premiers termes des séries, et ainsi de suite. 
Supposons, par exemple, qu’on ne veuille connaître 
que le premier terme de V; on a, en faisant comme pré- 


cédemment u — 4 
KE 


Nr, Re PE ue RER 
Posons aussi, comme plus haut, 
HIS IHAE, 
e élant une quantité qui s’annule avec _ et « une racine 


quelconque de l'équation 


PRE 0" 


on aura 


Niro 


_ —Flate)+ = Fate) +... 
TL TC 


et, pour TX —, 


x! 


ou 
(4) N{x, Y)=zx"F{x)+2"E, 
ue Mu : I x 
E désignant une quantité qui s’annule avec —: D’après 
TZ 
cela, en représentant par 


Ayo Las es Xn 
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les m valeurs de &, on aura 

Ne ) 2 Flu) -+atE,, 

Née tite mt Pfes) HatE,, 


N (es bp =2"F (mn) Fat, 
E,, E2, .…., Eh désignant des quantités qui s'évanouissent 
I nc] , . . , . 3 . 
avec = + Si l’on multiplie ces équations et que l’on ait 
égard à l'équation (3), il viendra 


(5) Met OP) Ple at F la lee PAT, 


se PARENTS T 
H désignant une quantité qui s’annule avec —- 
4 
Le premier terme de V est donc 
2 Elite lle, 


on pourra l’exprimer en fonction rationnelle des coeffi- 
cients de F et f, puisque F(x;) F(æ)...F(æm) est une 


fonction symétrique et entière des racines de l'équation 
Abel ==0, 


Il suit de là que l'équation finale qui résulte de l’éli- 
mination de y entre les équations (1) et (2) est d’un 
degré égal au produit des degrés de ces équations. 


Remarque. — Si les coefficients des équations (1) ont 
des valeurs déterminées, et que ces équations contien- 
nent la plus haute puissance de y, l'équation finale ré- 
sultant de l'élimination de y sera toujours V — 0, et 
l’on voit que le degré de cette équation finale sera 
encore égal au produit des degrés des équations propo- 
sées, à moins que les équations 
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n'aient une ou plusieurs racines communes, auquel cas 
ce degré s’abaissera nécessairement. 


270. Pour avoir les deux premiers termes de l'équation 
finale V — o, il faut connaître les deux premiers termes 
du développement de N(x, 5) en série. Pour cela, dans 
l’ équation 

N{t yet Flu) tree (Eee 


nous poserons 


£: désignant toujours une quantité qui s’évanouit avec 9 
# ia 
a une racine de 
flal=o, 
et x une quantité que nous avons calculée, et qui est 
déterminée par l'équation 
a f'(a) + f, (æ) On 
on aura alors 


N(x, J) ne Te 1 æ— 1 [ F'(œ) (4e F, (æ)] Ne Pad D 


5 PA LES] I 

E désignant une quantité qui s’annule avec —-. Cette for- 
LC 

mule donne le développement de N{x,7y), bornée aux 

deux premiers termes; en y remplaçant « par chacune 


de ses m valeurs, on aura 


N(x, 1) =2"F{a) + ætt[o F'{œs) + Fi(æ)] TE, 
N(x, Yo) = es 23 —+ dr DS ES F'{(22) T2) —- Fifa 2)] + x ÎE,, 


Dans ces équations, E;, E:, ... sont des quantités qui 


17 ® I 4 ! 
s'évanouissent avec —; et æ&,, «,,... sont les valeurs 
L 
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de x’ qui correspondent aux valeurs &,, &, ... de «. 
Multipliant toutes ces équations et désignant simplement 
par x”#71 FH l’ensemble des termes dont le quotient par 


I 
x”n-\ s’annule avec —; on aura 
5 pi 


See Lo El cs |: À F( &m) 


À #4 ; 
Ham (ce) F(œ) ). (au) Ÿ° Ê ADR en dat 





Dans cette dernière formule, la quantité H, qui est infini- 
be I x LR” 
ment petite avec —, contient un nombre limité de termes, 
4 F 


et l’on voit que le deuxième terme de V aura pour coef- 


ficient 
a! F' (æ) + F, (æ) 


F Falco 22 
(ai ) ( 2 } (an) Ÿ F(2) D 
le signe » s'étendant à toutes les racines & de l’équation 


Peer, 





D'après cela, si l’on désigne par Ÿx la somme desracines 


de l’équation finale en x, on aura 


ONE a'F'(a)+Fi(a) 
Der nt) 








pass 
ou, en mettant au lieu de &/ sa valeur — HA 
onde F, (a) 
Fa) 





On pourrait calculer ainsi autant de termes que l’on 
voudrait de léquation finale V —0o, par suite cette 
équation tout entière : seulement les calculs deviennent 
de plus en plus compliqués, et nous devons nous borner 
à ce qui précède. 
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271. Au lieu de porter dans l'équation N — o les va- 
leurs de y tirées de M — 0, afin d’avoir l'équation finale 
V= oo, on aurait pu faire l’inverse, porter dans l’équa- 
uon M — o les valeurs de y tirées de N— 0; mais alors 


on aurait eu une autre expression de la somme Ÿx des 


racines de l’équation finale, que l’on peut écrire sans 
faire de nouveaux calculs. Il est évident, en effet, que 


DE TE Es 
Fr fe DE TE 
les sommes du second membre s'étendant à toutes les 


racines 6 de l'équation 


F6} 0: 


l’on aura 


En égalant entre elles ces deux valeurs de Vi, on obtient 


Jfi(a)F(a) NE(e)_VE(6)S'6) NA(6) 
Dre D => F'(6)/(6) DE 
les sommes du premier membre étant relatives aux ra- 


cines « de f(x) — o, celles du second aux racines 6 de 
F(6)— 0. Dans cette formule, qui exprime un théorème 











d'Analyse, f'et F désignent des polynômes quelconques, 
qui n’ont pas de racines égales, ni de racines communes; : 
f et F, désignent aussi des polynômes quelconques, mais 
de degrés respectivement moindres que fet F. 
Supposons que le polynôme F soit égal à f,, etqueF, 


soit identiquement nul; l'équation précédente se ré- 


duit à 
gi F(6 
Dre ER DES 





ou même à 
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puisque chaque terme du second membre est nul, le 


signe Ÿ étant relatif aux racines de Ho 0. Dans 


l'équation précédente, le signe Ÿ s'étend aux racines 


a de f(x) —0o, et F' désigne la dérivée d’un polynôme 
quelconque F de degré inférieur à f; par conséquent, 
F’ est un polynôme quelconque de degré inférieur à f”. 
La formule précédente résulte aussi, comme nous l’avons 
vu, de celle qui donne la décomposition des fractions 
rationnelles en fractions simples. 


Développements, en séries ordonnées suivant leS puis- 
sances décroissantes de la variable, de plusieurs 
. x e , . È 7 
fonctions algébriques définies par autant d’équa- 
lions. 


272. L'analyse que nous venons de développer peut 
être aisément généralisée, et étendue au cas d’un nombre 
quelconque d'équations. 

Soient 


(x) MR Me 0 2N Cry te 0 


deux équations générales des degrés metnrespectivement 
entre les trois variables x, y, z ; la première x étant con- 
sidérée comme indépendante, les deux autres y et z en 
seront des fonctions. En réunissant les termes de même 
degré, les équations (1) pourront s’écrire de la manière 
suivante : 


y Z Z 
PAUL 1 =) DE 35 ET A (2 =) ONE es œil 9 À 
É7 HAUTE 1 SE QME E 


Z Zz 
a EF (2 :) + xn—1 1e (2 =) +... 
7 SEM SA QUE bi 


(2) 
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De É 
ou, en posant —- —u, — — y, 
A T 


: LOU) V) HT ia, PME RES 
(3) DEF Qu, v)26 ap, (ue, DER 
fetF sont des polynômes des degrés m et n respective- 
ment, entre les variables w et s; f, et F, sont respecti- 
vement des degrésm—1 et 7— 1, et ainsi des autres. 
En vertu des résultats précédemment obtenus, le 
nombre des solutions communes (u, ») aux équations (3) 
est nn, ainsi que le nombre des solutions communes 
(æ, 6) aux équations 


(4) fa 6)]—o, F(s 6)—o; 


et les mn systèmes de solutions communes des équa- 
ons (3) se réduiront, pour x —® , aux mn systèmes de 
solutions communes des équations (4). On pourra donc 
poser généralement 


(5) LR 00 St ne 


es Wees : L'a 
e et n désignant des quantités qui s’annulentavec —: Ces 
49 


quantités sont d'ailleurs les restes des séries dans les- 
quelles u etw se développent quand on borne ces séries à. 
leur premier terme. Pour calculer les limites des pro- 
duits ex, nx, nous suivrons la même marche qu’au 
n°268. En portant dans les équations (3) les valeurs de « 
et y, tirées de(5}), etayant égard aux équations (4), on a 


TEA df Fa 

De (Tnt) + LE (a, JTE 0 
ù dE dF es | 

x NL) ET TARA HAT ITE, (a OR RSIEEREERS 


En divisant ces équations respectivement par æ715ivel 
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xl, faisant ensuite x == © , et posant 


Rime er 6 "lim 7, 





on obtient 
d d 
«Lie EN Mi p 
(6) da dé 
, dF | 6' dF ! F hs 
AT A do SN 


d’où l’on tre les valeurs suivantes de «’ et 6’ : 

; df dF 
F; dE — f TE 
ñ «do «ao 


Fee ee CR à 
df dE ‘df dE 


dx dô dé da 
dF df 
Ji 


PT TAN IN de 
PARA AT AE 
| a  nitttten). ess 


\ dax dé dé dx 








En désignant par e et r/ de nouvelles quantités infiniment 


# Li 
elites avec —; on pourra poser 
P _ P P 
EL = AN-ie), n12= 6" y. 


el, par suite, 

Tr SAME n' 

PR nat PR 0 = ts 

TL TX TX 5 #4 
on aura ainsi les deux premiers termes des séries dans 
lesquelles u et », ou y et z, peuvent se développer, et 
l’on voit aisément qu’on pourra, de la même manière, 
obtenir les termes suivants. 

Cette méthode s'applique, quel que soit a, au cas de 

u — 1 équations entre w variables, pourvu qu'on écarte, 
comme nous l'avons fait jusqu'ici, en raisonnant sur des 
équations générales, quelques cas particuliers qui peu- 
vent se présenter. 
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Formation de l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation de deux, trois, etc., inconnues entre trois, 
quatre, elc., équations. Nouvelle démonstration du 
théorème de Bézout. Somme des racines de l'équa- 
tion finale. 


273. On peut, par l’analyse précédente, former autant 
de termes que l’on veut de l’équation finale qui résulte 
de l'élimination de deux, trois, etc., inconnues entre 
trois, quatre, etc., équations. 

Soient, par exemple, les trois équations générales 


(r} #M{, Fe) 0o Nr, pr) = 0 PER 


des degrés m, n, p respectivement, entre trois inconnues 
x, y, Z; en réunissant les termes de même degré, ces 
équations seront 


ef (2 : —- Sn À (2 : +. AD, 
É4 #3 SELS 


A 
D 08 (2 :) +at-1F, (2 =) mA No 
X TI X ZT 
Z A 
xP @ FL :) + æP— to, (2 :) ho EE 
TL Z TX ZT 


J, Feto sont des polynômes des degrés m, n, p respec- 
tivement, par rapport aux deux variables qu'ils renfer- 
ment; f1, F1, 9, sont respectivement des degrés m—1, 
n—1, p—1, et ainsi de suite. 

Désignons par 


(T1 z1); HET Z2), dE) QE (Ye 2 


les mn systèmes de solutions communes aux deux pre- 
mières des équations (1), et posons 


VPN Pr, r2,2). + AE 
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l'équation finale résultant de l’élimination de Miebiez 
entre les équations (1) sera 


V0; 


et c’est cette équation qu'il s’agit de calculer. On y par- 
viendra en développant en série chacun des facteurs 
P(x, y, z) de V, etil suffira de connaître autant de termes 
du développementde P qu’on en veut avoir dans V. Nous 
nous bornerons 1c1, comme nous l’avons fait dans le cas 
de deux équations, à calculer les deux premiers termes 
de V, ce qui suffit pour connaître le degré et la somme 
des racines de l’équation finale. 


# roue Z 

On a, en faisant, comme précédemment, 7 Te Pr 
x F7 

P (æry, z) — xPo(u, p) + tPrlo(u, 0) +. 


et, si l’on pose 





u—ate, v—6 + 1, 
il vient 
P(x,y,z)—=xPola, 6) +2xPE, 
Ê NC EURE 
E s’annulant avec —; ainsi que & et n. En mettant dans 
TL 


l'équation précédente, à la place de x et y, leurs mn va- 
leurs, 1l vient 


Pl. Z1) CT 6) KR xPE,;, 
P (x, V2, Z2) = XP pu, 6) a xPE,, 


13e (æ J'mn) nn + Pons En) + En, 
E,,E>,..., Enr étant des quantités infiniment petites avec 
I LL . 72 . 
—. Enfin, en multipliant toutes ces équations, on a la 
4 à 


valeur suivante de V: 


LE  é 4 (a, 61 ) p(æ 62 ] ...9 (an: Can) CHReUES H, 
S.— Alg, sup., 1. 40 
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A Xe LE . . I 
où H désigne une quantité qui s'annule avec -: Le pre- 
T 


mier terme de V est donc 


Hola, 6,). ..® (ae Sa 

Il suit de là que le degré de l'équation finale qui résulte 
de l'élimination de y et z entre les trois équations (1) 
est égal au produit des degrés de ces équations, ce qui 
fournit une nouvelle démonstration du théorème de 
Bézout. 

Si l’on veut obtenirles deux premiers termes de l’équa- 
uon finale V — 0, il est nécessaire de calculer les deux 
premiers termes du développement de P (x, 7, z) en série 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de x. Pour 
cela, dans l’équation 


P(x,7,z)—=xœlu,v) + axr-tqilu, vo) +... 


nous poserons 


e et désignant toujours desquantités qui s’évanouissent 


Le Ll j, 6! d ASUS d , + . , ] , 
avec —;: & et es quantites éterminees par les équa- 
4 





tions 
(e2 vas da 0! 
“dE dE 
% + 6 — +F,—o. 
pe ORNE qu à 


La valeur de P{x, y, z) pourra alors s’écrire de la ma- 
nière suivante : 
P(a, 9, 2) =2?9 (a, 6) 
, do 


d 
+ xP—1 Ë # +6 dé D p(æ | + PTE, 
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en désignant par E une quantité qui s’annule avec =: on 
aura donc | 
P{æ, J1, 4) 2x? pas 6) 
+xP—1 Ë ce +46" ie + oo, c) | TH TPQUE,, 
da Fe £ 


P (x, J'mn) Zmn) a ? ( mn On 


do j dy 
+ gp | « LGnn = — (am nn) | HAT En: 


nn mn 
da mn dé mn 


j | é à d 
Dansces équations nous aVOns MIS, pourabréger, _… re 
A0 


(æ, 61) ' 1 
BR CIS Vos 2e An 


; l E 
à la place de —? id dl... désipnentiles 


da 
raleurs de &« qui corr d ] 

valeurs de & qui correspondent aux valeurs &,, &e, ... 
de «; enfin, E,, E>, ... sont des quantités infiniment 


petites avec _ En multipliant toutes ces équations, on 
aura la valeur suivante de V : 
Vel ol ole 0e) ol, Gnn) 
ANT Et 


Nu) da 
+ xmAnpP—I AUTRE 61)... plan na) | 
o(x, 6 


“+ an P— 1 H, 





« , . L) 74 . I * 
où H désigne une quantité qui s’annule avec —; et où le 
TL 


signe s'étend à toutes les solutions communes (4, 6) 
des deux équations 
MPG 00 ile 60. 


Le second terme de V est donc 


02 
xmnp—i p (æs b, ). +. ® ann: Gr) D 
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et si l’on désigne par Ÿ x la somme des racines de l’équa- 


uon finale V=— 0, on aura 


do 


ea s 


, do 
ÿ Ne dé 
F PNR me 
9 


En remplaçant, dans cette formule, æ et 6° par leurs 
valeurs écrites plus haut, et en faisant, pour abréger, 


Fe dé da di ‘ 

df dF dE df 

# 6 PEER = PRCRDEE, hd 

Ÿ (æ 1 dax dé dax de” 


on aura cette nan 


A EUR PACOREN EE 


où les sommes . second membre sont relatives à tous les 
systèmes de solutions communes aux deux équations 
la, ONE LS CRE R 

Le calcul des deux premiers termes de l’équation 
finale, qui résulterait de l’élimination de pu — 1 incon- 
nues entre p4 équations, n'offrira pas plus de difficulté, 
quel que soit uw, que dans les deux cas particuliers qui 
ont été développés ; la marche à suivre est toujours la 
même, ef l’on peut considérer comme générale la nou- 
velle démonstration que nous avons donnée du théorème 
de Bézout pour les cas de deux et de trois équations 


Démonstration d’une formule de Jacob. 


274. Pour obtenir l'équation finale V — 0, nous avons 
porté, dans la troisième des équations données, les valeurs 
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de y et de z, tirées des deux premières ; mais on aurait pu 
opérer de deux autres manières différentes : par exemple, 
en portant dans la première équation les valeurs den et 
de z, urées des deux dernières, on aurait obtenu une 


expression différente de Ÿ x, qui peut évidemment être 


urée de celle déjà trouvée, en changeant l’une en l’autre 


f'eto, fi et, .... On a donc 


54e 


mais 1c1 les sommes qui figurent dans le second membre 








L DE 2) By: 9) + (7 d) C7: 9). 
J{7 $)Aly,; à) É 


sont relatives aux solutions communes des équations 


EE PA AN OCDE TP 


Egalons les deux valeurs trouvées pour Ÿ x; et suppo- 


sons que les polynômes F, et f, soient identiquement 
nuls; on aura 


ee 6) g1(7: 9) C(y, d) 


ee ha A (Ta) 





>| 


en se rappelant que le signe D s'étend, dans le premier 


membre, aux solutions communes de f(x, 6) — 0, 
F(x, 6)= 0, et, dans le second membre, aux solutions 
communes de F(y,d)= 0, (y, d)— 0. On peut, dans 
cette formule, considérer les polynômes f, F et o comme 
absolument arbitraires; et, quant au polynôme , il 
n’est assujetti, par notre analyse, qu’à la seule condition 
d’être d’un degré inférieur à celui de ©. Supposons 


pla, 8) —C(a, 6); 


, 


la somme du second membre de l'équation précédente 
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sera alors relative aux solutions communes des deux 
équalions 

Fi, 9)=o, Ciy, d)—o, 
et, par conséquent, chacun de ses termes sera identi- 
quement nul. On aura donc 


pi (x, 6) UE 


C(a, 6) rh 


Ÿ pi(æ, 6) Les 
AE AE VAE GE ONE 


da dé dx dé 





ou 





le signe D: s'étendant aux solutions communes des deux 


équations 
Fier 0 PER ES 


Cette formule remarquable, où 9, désigne un polynôme 

A MOT ‘di dé : 4Eldf 
quelconque de degré inférieur à celui de MU 
est l'extension de celle que nous avons démontrée au 
n° 217 et que nous avons rencontrée de nouveau au 
n° 271. Elle a été démontrée pour la première fois par 
Jacobi, et M. Liouville y a été conduit naturellement, 
comme nous venons de le faire voir, dans ses recherches 


sur l'élimination. 


Application de la théorie précédente à une question 
de Geéometrie. 


275. M. Liouville a déduit des résultats qui précèdent 
la démonstration d’un théorème curieux de Géométrie 
que nous allons présenter 1C1 : 


TaéorÈme. — Si l’on mène à une courbe algébrique 
la série des tangentes parallèles à une direction donnée, 
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Le centre des moyennes distances des points de contact 
sera indépendant de cette direction. 
Soit 
L'ÉCRAEET 

l'équation d’une courbe algébrique; les coordonnées 
réelles ou imaginaires des points de contact de cette 
courbe avec les tangentes parallèles à la droite y —. a X 
seront les solutions communes aux deux équations 


dM dM 
1 —= 0 


(1) N=0: POS 7 


Si l’on pose — u, et qu'on représente la courbe par 
5 

l'équation o{x, u) — 0,les coordonnées x et u seront 

les solutions communes aux deux équations 


de a — u do 
p(æx, PA Enter COR TE T0 0e 


Soit donc, conformément aux notations du n° 268, 


PAU ÉD RE PE mme PAU A ES ETES 





f, fi; -.., désignant des polynômes des degrés mm, 
IH tin ON Aura 

4 — mai flu) + (m—i) LR fa (a 

dx 

d 

CHA RU UE) RP TAN) + ..., 

du 


et, par suite, 
— u d 
. SRE 4 rs p UT à Ve scies JUS ARE 
dx Te LEE 


en faisant, pour abréger, 
F{u):==mflu) +(a—u) f'{u), 
(2) Fifa) =(m—1)fi(u) +(a—u)fi(u) 


SUD US TION SN INAISIDIMIR peus Dis #0 "5,0. + » » ‘ee © 
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Fu), F,(u),... sont des polynômes des degrés m—1, 
m—2,...4car, dans F{u) par exemple, les deux termes 
du degré le plus élevé, qui proviennent de mf{u) et de 
(a—u) f'{(u), se détruisent évidemment; et la même 
chose a lieu pour F,{u), 

L'équation finale qui résulte de l'élimination de y 
entre les équations (1) est la même que celle qui résulte 
de l’élimination de u entre 


HUE) —+- Si AN PAU À “5. 48810, 
RAR EE ar PEU) TE D0: 


. 51 donc on désigne par Ÿ x la somme des racines de 


l'équation finale, on aura (n° 269) 


Ve (: MÉGRRE 


le signe D s'étendant dans le second membre aux racines 





de l'équation 


fa) = 0 
et a’ étant une quantité déterminée par l'équation 


a'f'(x) + filæ) = 0. 


Pour avoir l'expression de \'x en fonction des quan- 
éd 


utés données f, f;, -.., différentions la première des 
équations (2); on aura 


3)  F{u)=(m—1)f{u)+(a—u)f'{u). 
Les équations (2) et (3) donnent ensuite 


a'F{a) + Fi(a)==(m —1)[a f(x) +fi(a)] 
+ (a _— a) [x f(x) + f'(a)], 
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ou, comme la quantité & f’{(&) + f,(x) est nulle, 
(4) Fa) +Fia)=(a—a)[af'(a) +f'(a)]. 


On aura aussi, en faisant u — & dans la première des 
équations (2), et en remarquant que f{«) est nulle, 


(5) F(æ)={(a—a)f'(a). 
Des équations (4) et (5) on tire 


a'F(a)+ Fa) _ af") +fi(a) 
F(x) J'(a) 


2 








par suite, la valeur de Ÿ x est 


D piael 


et l’on voit qu'elle est indépendante de a. La somme des 





distances à l’axe des y des points de contact de notre 
courbe avec les tangentes parallèles à la direction donnée 
est donc indépendante de cette direction; ce qui dé- 
montre le théorème énoncé, car l’axe des y est une droite 
quelconque située dans le plan. 

La démonstration précédente semble en défaut lorsque 
l'équation f(x) = o a des racines égales; pour montrer 
que les conclusions sont cependant exactes dans ce cas, 
on peut employer un raisonnement dont nous avons déjà 
fait usage. Il suffira de changer infiniment peu les coef- 
ficients de f, de manière que f(x) — 0 n’ait plus de 
racines égales, et de supposer ensuite ces changements 
nuls : on aura une courbe infiniment peu différente de 
k proposée, et pour laquelle le théorème aura lieu ; d’où 
l'on peut conclure qu'ila lieu, à la limite, pour la courbe 
proposée elle-même. 


276. Le théorème précédent conduit à quelques con- 
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séquences intéressantes. Désignons toujours par Ÿ x la 


somme des abscisses des points de contact d’une courbe 
algébrique avec les tangentes qui font l’angle w avec la 
direction des x positives, et faisons varier w de sa diffé- 


rentielle do : comme Ÿ x ne dépend pas de cet angle, 


on aura Ê 


Ÿ az = 0. 


Mais, en désignant par ds l’arc infiniment peut qui a 
, ] P P 
pour projection dx, on a dx = ds cosw; par suite, 


ds 
ds COSw == 0, ou — — 0; 


du 


, ds 
puisque cosw et dw sont constants, Ts est la valeur du 
[A] 


rayon de courbure p; on aura donc 


N'y O0, 


les rayons p étant pris avec un signe convenable ; on aura 


aussi 
) | dp ) | 
do Eee O, ou P = O, 


p' désignant le rayon de courbure de la développée, et 
ainsi de suite. 

En outre, si Ë et v représentent les coordonnées du 
centre de courbure correspondant au point (x, y), on a 


æ—Ë—psMo, Y:=v—+pcosw; 


donc, en ayant égard aux formules précédentes, on a 


encore 
DES 
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c'est-à-dire que le centre des moyennes distances des 
points de contact d’une courbe algébrique avec la série 
des tangentes parallèles à une même direction est le 
même que le centre des moyennes distances dés centres 
de courbure correspondants. 


277. M. Liouville a également donné dans son Mé- 
moire la démonstration du théorème suivant, qui est 
analogue au précédent : 


THéorëme. —- Si l’on mène à une surface algébrique 
la série des plans tangents parallèles à deux directions 
fixes, le centre des moyennes distances des points de 
contact sera indépendant des deux directions données. 

Si 

M{x, Y; z) 10 

est l'équation d’une surface algébrique, les coordonnées 
des points de contact de cette surface avec les plans tan- 
gents parallèles au plan qui a pour équation 


z2—=ax+0Y 


seront données par les trois équations 


dM dM dM dM 
— +a— = oO, SO = 
dx dz dy dz 


Il suffit, pour établir le théorème qui vient d’être énoncé, 
de calculer la somme des racines de l’équation finale qui 
résulte de l’élimination de deux inconnues entre les trois 
équations précédentes. En suivant la marche que nous 
avons tracée, on trouvera que cette somme est indépen- 
dante de a et de b. Ce calcul ne présentant aucune dif- 
ficulté, nous nous dispenserons de le présenter ici, et 
nous renverrons, pour plus de détails, au Mémoire de 
M. Liouville. On y trouvera, du reste, un grand nombre 
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de conséquences intéressantes que nous ne pourrions 

développer sans sortir des limites que nous nous sommes 

imposées. 

Sur l'élimination d’une inconnue entre deux équations 
dont les coefficients ont des valeurs particulières 
quelconques. 


278. Nous avons fait connaître, dans le Chapitre [°, 
la méthode fondée sur la théorie des fonctions symétri- 
ques, pour former l’équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation d’une inconnue entre deux équations ; nous avons 
démontré ensuite que le degré de l'équation finale relative 
à deux équations générales des degrés m et n respective- 
ment est précisément égal à mn, et que, dans aucun cas, 
ce degré ne peut surpasser le produit des degrés des équa- 
tons proposées. Nous sommes revenu sur cette question 
dans le présent Chapitre; mais, à l'égard des équations 
particulières, nous nous sommes borné encore, comme 
nous l’avions fait précédemment, à assigner la limite que 
ne peut dépasser le degré de l'équation finale. Nous allons 
indiquer ici, d’après M. Minding, un moyen simple de 
déterminer avec précision le degré de l’équation finale 
relative à deux équations quelconques données (!). 


Cas particulier du développement d’une fonction algé- 
brique implicite en série ordonnee suivant Les puis- 
sances décroissantes de sa variable. 


279. Soit 
(a) Mr 0 


une équation entre les deux variables x et y. Les racines 


—— ———— 


(*) Une traduction du Mémoire de M. Minding a été publiée dans le 
tome VI du Journal de Mathématiques pures et appliquées. 
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y sont des fonctions de x, et, si l'équation est complète, 
chaque racine, ainsi qu’on l’a vu au n° 268, peut être 
développée dans une série de la forme 


44 (4 


œ 
VER +R + — + — +..., 
x x? 


en sorte que, dans le cas général, les racines y d’une 
équation à deux variables x et y sont du premier degré 
par rapport à x(!). Mais il n’en est pas toujours ainsi, 
lorsque l’équation que l’on considère manque de quel- 
ques termes. Nous allons indiquer un procédé pour trou- 
ver généralementles degrés des racines y de l'équation (1), 
et pour former les développements de ces racines en sé- 
ries ordonnées suivant les puissances décroissantes de x. 

En ordonnant l’équation (1)par rapport aux puissances 
décroissantes de y, nous l’écrirons de la manière sui- 
vante : 


(a) Appt... Asp. A+ An 0, 


et nous désignerons par 


Ps Mis Mas ces Ms ous Pis Pit 


les degrés des coefficients 


À, A;, A», NE À} PONT À;, VAR 


L 


qui sont des fonctions entières de x. 
Cela posé, désignons par r un exposant indéterminé, 
par u une nouvelle variable, et faisons 


ne pr. 
DR UT 








(*) On dit qu’une fonction y de x est du degré r, lorsque le quotient 


es : PRE 
— n’est ni nul ni infini pour x =, 
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l'équation (2) devient 

(3) ADP DA RTE Ge D. A ertr agi CAN 
ou, en divisant par A x”, 


A aOm=mpr Aa Cn=mpr Aya 
1 ni 1+1 

u”” RL SE UE + + ———— 
(4) ni à À A 





dans cette équation, les degrés relatifs à x des coefficients 
des termes qui suivent le premier sont respectivement 


Pie RU 
qe—m)(RTE), 


Lee —r); a nftune_), 
ni 


Mm— My, 


(5) 


Désignons par p, le plus grand des nombres 








Fee SOLE sv PRIT Mi Pit — 
——— — 9 +... LI re 9 CT Le: (] 9 9 
m — M; DLL TROIE; m 
dé D} ESS le . I d 3 . “ d po | 
et SUPpOsSONnS QUE -———— soit le dernier de ceux qui sont 
Im — M }; 


égaux à p,. Si l'on fait r —p,, quelques-uns des nom- 
bres (5) seront nuls, mais tous les autres, et en particu- 
lier ceux qui suivent le ki", seront négatifs ; en sorte 
que, pour x — © , l'équation (4) prendra la forme 


D'ÉML MATE Byu'": De ou uk fu) 20, 


les coefficients B ayant des valeurs finies et le dernier 
d’entre eux B4 étant différent de zéro. Cette équation (6) 
a myracines nulles, et m— my racines finies et différentes 
de zéro. Il s'ensuit que, parmi les racines y de l’équa- 
ton (2),1ly en a m; dont les degrés sont inférieurs à p1, 
et mm — mx dont les degrés sont égaux à 0,. En outre, les 
premiers termes des séries qui représentent ces dernières 
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racines sont égaux aux diverses valeurs de 4x“, quand on 
prend successivement pour & chacune des racines de 
l'équation 
Ke: 
Cherchons maintenant les premiers termes des séries 
qui représentent les mn; racines y de degré inférieur à p,. 
En divisant l'équation (3) par A;x”#", elle devient 


/ A x! m—my)r 


XP EN 7 QUES ORAN DO 74) SO EEE 
À} 





se SUR LE 


À}. Âx 











| Myr—M£)r ! mir 
' Aya k/ k) À; PS (5 k 7 
Aro = O; 


les coefficients des termes qui précèdent u7”à ont pour 


degrés 
| tm ml (HE —r): ER 
m — My 
(8) { 


— (my — my) 222000 re es PUS à 
My — My 


et ceux des termes qui suivent w”#x ont pour degrés 


SE 7 : 
(mx — My) (tre ; NP, 
; lo 


(mm) (EEE —r); ce m (EE É | 


My — Mys M } 


le 





(9) 


Désignons par £: le plus grand des nombres 


Uk+i Pr es lo RSR Ets Hit1 — FE, 


My — My+s Mr Myt m }, 
EVE 
My, — My! 
sont égaux à pe. Il est aisé de voir que p: est plus petit 
que p,. En effet, on a, par hypothèse, 


et supposons que soit le dernier de ceux qui 


Pr — be Pat 
PER =, EE Cp 
M — my. MS My! 
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et l’on en déduit ° 


PR ME 

—_—— << Pi» OU Pa << p1- 

aps 4 
Si l’on faitr — 9, les nombres (9) sont nuls ou négatifs, 
et en particulier tous ceux qui suivent le (X’— k)'°"* sont 
négatifs. On voit aussi que tous les nombres (8) sont né- 
gauifs ; car, si g est <T À, on a, par hypothèse, 


PTT TRS 
PACE — OÙ < 90, avec fa 1 ne — P19 
HN Mo M IN 7, 
d’où 
LP ee ne 
My = 9 (5 Mo nil} 


D'après cela, si l’on y faitr —p, et x =, l’équa- 
tion (7) prendra la forme 


(10) PER ETES Brut — 0, ou uk fi(u) DE O, 


les coefficients B ayant des valeurs finies et le dernier B,, 
étant différent de zéro. Cette équation (10) a my racines 
nulles et m3 — my racines finies et différentes de zéro. Il 
s'ensuit que, parmi les racines y de l’équation (2), il y 
en a my dont les degrés sont inférieurs à p2, et mx— my 
dont les degrés sont égaux à ps. En outre, les premiers 
termes des séries qui représentent ces dernières racines 
sont égaux aux valeurs de æx®% quand on prend succes- 
sivement pour & chacune des racines de l’équation 


ile) 0; 


En continuant ainsi, on déterminera les premiers termes 
des séries qui représentent les my racines de degré infé- 
rieur à p2. Cé que nous avons dit suffit évidemment pour 
établir le théorème suivant : 
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TnéorÈME. — Ztant donnée l'équation 
RU MEET rm ART TA 0; 


ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de 
y, et dans laquelle les coefficients 

À, A;; À», CES A; 
sont des fonctions entières de x ayant respectivement 
pour degres 

Ps as Mas eco Pitto 


si p, désigne le plus grand des nombres 











ve RENE 2 ME € PART NS 
pepe: 9 . L2 . 9 emma 
m — m, M — M m 
FETE soit le dernier d la val 
et DE LÉ NA PE soit le dernier de ceux dont a valeur 
M — 7h}. 


est p,, l'équation proposée aura m— mx racines de 
degré Pi, eL St k est Ti+-1, les mx autres racines seront 
de degré inférieur à p,. St, en second lieu, p; désigne 
le plus grand des nombres 


ki = Fr ko x ; x Pin = by 
; PRE CS Ha Er DÉCRET EU MRRURE. FA; RUES 
My — Myss My — My my 


el que PK PE soit le dernier de ceux dont la valeur 
My — My 

est ps, l'équation proposée aura mx— my racines de 

degré ps, et si K'est <1+1, les my autres racines se- 

ront de degré inférieur à pa. Si, en troisième lieu, p3 de- 

signe le plus grand des nombres 


LD 


Uxl+i — Pr! Rxf+e — y! Mitai = x! 

DEF TS SÉRRETAMMENTS : ENV) D ————— —— — ... need 

Mt — Mytys My — Mytpo my 
Lex — lys 








et que soit le dernier de ceux dont la valeur 


my nr mn 
est G3, l'équation proposée aura my: — myr racines de 
S., Alg. sup. — I. ki 
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degré ps, et si Rest 1 +1, les myr autres racines se- 
ront de degré inférieur à p3, et ainsi de suite. 


Quand on aura trouvé les premiers termes des séries 
qui représentent les diverses racines y de l'équation pro- 
posée, on obtiendra aisément et de la même manière au- 
tant de termes qu’on voudra de ces séries. Considérons, 
par exemple, une racine dont le premier terme soit æx*, 


on posera 
Mes alt —+ 7; 


si la proposée n’a qu'une seule racine dont le premier 
terme soit æx?, la transformée en z n'aura qu’une seule 
racine de degré inférieur à p, et si la proposée a plusicurs 
racines ayant æx* pour premier terme, la transformée 
aura un pareil nombre de racines de degré inférieur à p. 
On trouvera les premiers termes de ces racines de l’équa- 
tion en z, comme on a trouvé les premiers termes des 
racines de l'équation en y; on connaîtra ainsi les deux 
premiers termes des racines de l'équation en y qui ont 
ax? pour premier terme. Et, en suivant la même marche, 
on calculera autant de termes que l’on voudra des racines 
de l'équation en y. 


Exempze. — Proposons-nous de trouver les degrés des, 
racines y de l’équation 


(x; 8)75+ (x, 6)7 (er 9)r + (x, 4)7°+ (x, 3) 2 (240; 


nous désignons, avec Bézout, par la notation {x, 1) un 
polynônie en x du degré u. 

D'après le théorème que nous venons d'établir, 1l faut 
d'abord former les nombres 
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. I . ,» « 
dont le maximum est —; le dernier nombre égal à ce 
2 
maximum occupant le deuxième rang, l'équation pro- 
xS 
posée a deux racines de degré = Pour avoir les degrés 


des autres racines, il faut former les nombres 


5, —3, —:; 


: 5 
dont le maximum est — 3 le seul nombre égal à ce 


maximum occupant le troisième rang, l'équation pro- 


(er: 


posée a trois racines du degré — —. 


© 


Formation de l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation d'une inconnue entre deux équations quel- 
conques à deux inconnues. -—— Determination du de- 

, PT | . : 
gré de L équation finale. 


280. Soient les deux équations 


(1 M (æ, y) + Av RaA Pie se ct A AE 0, 


\ 


| 
PR Bt Din Bb; Bo, 


que nous supposons ordonnées par rapport aux puissances 
décroissantes de y, et dans lesquelles les coefficients À, 
A,,..., B, B,,... sont des fonctions entières de x. II 
s’agit de former l'équation finale qui résulte de l’élimina- 
tion de y. 

Désignons par ÿ1, 92, ..., ym les racines de l’équa- 
tion (1) résolue par rapport à y, par 1, %9, .-., "x les 
racines de l’équation (2), et posons 


\ 


PME m)M(S nn)... M(x, »,), 
Q=N{x, Pre), Nr) 





P , 4 
Il suit de là que zu est égal au produit des différences 


qu'on obtient en retranchant chacune des racines y,, 
Vas... Ym de.chacune .dessracines!n;,/12, 500 
trouverait de même que S est égal au produit des diffé- 
rences qu’on obtient en retranchant chaque racine n de 
chaque racine y, et comme le nombre de ces différences 
est nn, On à 


P a 
" ed LITE FA 
Ou 
(3) l BP — (— 1 7ATO. 


Or P est une fonction entière et symétrique des ra- 
eines de l’équation (2), et ses coefficients sont des fonc- 
tions entières des coefficients de l’équation (1); donc BP 
estune fonction rationnelle des coefficients des équations 
proposées, et qui même est entière par rapport aux coef- 
ficients de l’équation (1). Pour la même raison A7Q est 
une fonction rationnelle des coefficients des équations 
proposées et qui est entière par rapport aux coefficients 
de l’équation (2). Donc, à cause de l’équation (3), BP 
est une fonction entière des coeflicients des équations (1) 
et (2), et, par suite, elle est une fonction entière de x. 
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Nous la désignerons par F(x), et nous allons montrer 
que 


(4) F(x)= 0 


est l'équation finale qui résulte de l’élimination de y entre 
les équations proposées. En effet, soit a une valeur de x 
répondant à la question, c’est-à-dire telle, que les équa- 


tions 
M{a, 7) 0: Nas r)="0 


aient au moins une racine commune; On a nécessaire- 
DR DOUTE 4, D o et" 0 ==0"relNfpamesuile, 
F{x) = 0.. Réciproquement, soit a une racine de 
F(x) = 0; à cause de 


BP — (— 1F#RARO — MERE 


on a nécessairement P — o et Q = o pour x — a, et, par 
suite, les équations 


HR ONU 2, | = 0 


ont au moins une racine commune. Cela suppose toute- 
fois que À et B ne soient pas nuls en même temps, pour 
x == a; mais 1l est évident que les équations proposées 
admettent alors la solution commune x = a, y = « . Au 
surplus, on peut exclure ce cas particulier en changeant 
infiniment peu les coefficients des polynômes À et B sans 
changer leurs degrés; d’où il suit que l’équation (4) 
n'aura jamais de racine étrangère. Et cette considération 
permet aussi de voir que, si À et B ont un facteur com- 
mun, le polynôme F(x) sera divisible par ce facteur. 
Lorsque les polynômes A, A,, ..., B, B,,... sont cha- 
cun le plus général possible de son degré, les équations (1) 
et (2) n'ont pas de solutions multiples et ne peuvent ac- 
quérir qu'une seule racine commune y pour chaque ra- 
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cine de l’équation finale. Mais le contraire peut arriver 
si les coefficients des polynômes A, A,,...,B,B,,... 
ont des valeurs déterminées. Dans ce cas, chaque racine 
de l’équation finale a le degré de multiplicité convenable ; 
il suffit, pour s’en convaincre, de changer infiniment peu 
les coefficients des polynômes À, AÀ,, ..., B, B,, ...,et 
de supposer ensuite ces changements nuls. 

Passons maintenant à la détermination du degré de 
l'équation finale. Pour cela, on cherchera les degrés p;, 
Pa, «…., Pn des racines re, 2, .…., rx de l'équation (2);/et 
l'on en conclura aisément les degrés À,, +, ..…, À, des fonc- 
tions M{x, m1), M{x, mn), ..., M(x,n»). Ges degrés À 
peuvent être fractionnaires, mais ils ne sont jamais néga- 
ufs, parce que le polynôme A;,, est au moins du degré 
zéro. Enfin, si l’on désigne par v le degré du polynôme B, 
il est évident que le degré de BP ou F{x) sera 


My -t- À + ko +. He 


Il peut arriver, dans quelques cas particuliers, qu'il 
ne suffise pas de déterminer les degrés p;, po, ..., o, pour 
connaître A4, À, ..., A», et qu'il soit nécessaire de calculer 
entièrement un ou plusieurs termes des séries qui repré- 
sentent les racines 1,, n°, . .., nn. Mais 1l est évident que 
ces Cas particuliers ne peuvent se présenter que si la série 
dans laquelle se développe l’une des racines 14, 2. ..., "» 
coïncide, dans quelques-uns de ses premiers termes, 
avec la série dans laquelle se développe l’une des racines 
V5 Vos es Ÿme 


Soient, pour exemple, les deux équations 
Le, 2) le 2) + (a Oo (a 5)y + (2 5) 
(x, 8)75+(x,6)7'+ (x, 9)7°+-(x,4)72+-(+,38) y + (æ,4) = 0, 


où (x, p) désigne, comme plus haut, un polynôme quel- 
conque du degré u. 
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Les degrés p1, Pa, Ps; Ps, ps des racines de la seconde 
équation ont ici pour valeurs 


I 5 
= Po = — + PONT De eee 
Pi — Poe L PSE RE Ps 3 
on en déduit 
11 
APR he ne DURE -=9 Mine 1 © =D, 


D'ailleurs, v — 8 et m — 4; donc le degré de l'équation 
finale est 1c1 
4.8 11 +15 — 58; 


la limite assignée par le théorème de Bézout est 6.13 
ou 78. 
Lorsqu'on a deux équations entre deux inconnues x 
q [ 

et y, 1l peut arriver que l'équation finale résultant de 
l'élimination de y ne soit pas du même degré que l’équa- 
tion qui résulte de l’élimination de x. Effectivement, 
équation finale en x donne seulement les valeurs finies 
l’équat final d | t 1 l fi 

e x propres à satisfaire aux deux équations proposées, 
d P tisfaire d quat prop 
et si l'équation finale en y est d’un degré plus élevé que 
celle en x, il y a nécessairement quelques racines de l’é- 
quation en y qui correspondent à des valeurs infinies 
ou indéterminées de x. D'après ce qui a été dit précé- 
emment, 1l sera facile, dans chaque cas, de déterminer 
d t, 1l sera facile, d haq , de déte 
ces valeurs. 
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